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CUVINT INAINTE

Analiza matematicd este o "simfonie a infinitului”,
marele matematician DAVID HILBERT; ea inseamnd anali
trecere la limitd, folosit in definirea gi studiul derivatel
multor altor concepte fundamentale, care permit descrie
migcdrii, cregterii, masurii, inseamnd o victorie a spiritulu

Ca discipling de invdtamint §i ca obiect inepu
Analiza matematicd este un sumum de rezultate de mare
prin cautdrile stiingifice ale multor generatii, fncepind cu
cdruia i se datoreazd multe rationamente specifice a
primitivé (in lipsa definirii notiunilor de numér real
moment decisiv esie cel marcat de G. W, LEIBNIZ, filosof gi analist riguros si
I. NEWTON, interesat in probleme de fizicé, dout temperamente stiintifice
distincte $i deopotrivd de necesare, reprezentind forfa supremd a
rationamentului §i intuitiei. Din acel moment, Fizica a devenit stiints. Istoria
st logica Analizei matematice sunt legate de numele altor mari spirite, precum
EuLER, GAUSS, CaUcHy, RIEMANN, POINCARE, LEBESGUE, HILBERT,
GROTHENDIECK, GRAUERT. '

Intelegerea Analizei matematice, la unul din nivelele posibile de ratiune
suficientd, este si un fapt de culturd gi educatie, pentru cd disciplineazi
gindirea, cenzureazd intuitia prin rationament, stimuleazd descoperirea gi
contribuie le modelarea multor fenomene fizice, chimice, biologice si
tehnico—economice. In ultimele decenii, Analiza matematicd este pe de o parte
continuatd in domenii noi, de sine stdtdtoare, ca Analiza funetionald,
Geometria diferentiald, Fizica matematicd st pe de altd parte, este dizolvatd
in metode numerice prin "traducerea" teoremelor in programe de calcul.

In tara noastrd, invdtdmintul si cercetarea stiingificd in domeniul
Analizei s-au realizat la un nivel inalt, gratie unei pleiade de profesori care au -
depus gi un efort

propriu de cercetare si amintim numele lui D. EMMANUEL,
D. PompEry, S. STOILOW, M. NICOLESCU.
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Aceastd carte cuprinde patrusprezece lectii asupra subiectelor standard
ale cursului adresat studengilor din anul I al facultdtilor tehnice si economice.
Pe baza experientei autortlor la facultdtile de Automatici—calculatoare §i
Electronicd, am cdutat si netezim dificultdtile trecerii de la liceu la facultate,
utilizind un limbaj nuantat. Spatiul tipografic mai restrins, dar si unele licenfe
didactice, me-au oprit sd dam demonstratii complete chiar tuturor rezultatelor
evocate, dezamégind poate pe cei care trebuie sd apeleze la manuale mal
ample. Studiul individual si invdtarea activd la matematicd, in propriul

 interes si dincolo de grija examenelor, trebuie nsotite de rezolvarea de exercifii;
de aceeq am addugat un numdr de cite zece exercitii la fiecare lectie, cu
indicatii de rezolvare, gi in acest mod, cartea este implicit §i o culegere de
probleme. In plus, nu lipsesc comentarii si date istorice privind evolutia unor
notiuni gi idei, iar la sfirsit am addugat un index alfabetic, simplificind
gisirea locului in carie ol unor concepte sau rezultate care ud pot inferesa cu

precidere. .
Autorii tin sd muliumeascd redactorului cdriii pentru munca st

migiloasd gi tinerei conduceri a Editurii ALL, care s-a incumetat la un act

v, tipdrind o lucrare de matematicd intr-o perioadd

curgjos §i tnolt educat
i spontanee’, cit mai ales de

dominatd, atit de gtiintele gi practicile “mbogatiri
griji, stirdcie si profit nesigur. '

Autorii,

Bucuresti, dec. 92

NOTA asupfa editiei a II-a

Manualul de fatd corespunde programelor analitice actuale pentru un
curs de doud semestre de Analizd Matematicd; in raport cu prima editie s-au
adus unele corectii gi s-a eliminat prezentarea prea frugald a fractalilor.
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LECTIAT

I o - - NUMERE, SIRURI DE NUMERE

| ‘ . INTRODUCERE

| - In aceasti lectie vom prezenta citeva notiuni fundamentale pentru
| : - .. matematici si pentru diversele descrieri matematice ale realititii fizice,
| : ; tehnice, economice, legate de numerele reale si complexe ca si de girurile
i ) o numerice. Nu vom defini notiuni primare ca: element, multime, colectie,
IH _ . : : ) . egalitate, proprietate etc. gi vom folosi un limbaj mai direct, apropiat de
\ : ‘ expunerea orald. Presupunem cunoscutd semnificatia simbolurilor €, ¢, ¢, ¢,
_ ‘ , - u,n, ¥, 3,C

‘ ; ' ' : Intelegerea corectd a notiunii de numér real este importantd nu numai pentru-
matematician, iar denumirea atit de fericitd primitd dovedeste rolil lui in
determindrile cantitative efectuate in cursul cercetirii realitiii. .

Prin mul{ime de numere se subintelege o multime ale cirei elemente se pot
"afla in anumite "relatii" ( de exemplu, relatia de inegalitate sau cea de
divizibilitate); in plus, cu acele elemente se pot face anumite "operatii" ( de
“exemplu, adundri, scideri, inmultiri ete.). Lirgirea notiunii de numér, prin
incluziunile NcZcQcRc C, reflectd in fond progresul cunoasterii
stiintifice. :

1. Numere reale

in elaborarea conceptului de numir real, intuitia algebrico-geometrici si
-motivatia fizicA s-au impletit permanent intr-un efort de intelegere si
. formalizare des#virgit de matematicienii germani G. CANTOR (1845:1918) si

- R. DEDEKIND (1831-19186).

¢ Sunt necesare unele pregitiri, legate de conceptul matematic de ordine. Exists
+ mai multe proprietiti relativ la perechi de elemente. De exemplu, faptul c¢& 12 -
~ este divizibil cu 4 nu este o proprietate a lui 12 sau a lui 4 separat, ¢i a

perechii (12,4); Ia icl gi faptul ¢ 4 <12. Dacid M este o multime, se numesgte
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I Numere, siruri de numere
14 . .

" relajie binari pe M orice colectie R de perechi de elemente ale lui M, adicé

R cMxM.Pentru x,ye M, inloc de {x,y)e 9'{ se scrie x Ry sisespunecd "x
este in relatia R cu y". O relatie binard % pe multimea M se zice relatie de
ordiné partiald dacd este reflexivi (VxeM ,xRx), tranzitivi
(xRy,y ‘EK z implicix Rz) i antisimetricd xRy si yRx implicd x=y);

daci in plus pentru orice x,y € M avem fie xRy fie y R x, se spune ca avem
o relatie de ordine totala.

O multime M pe care este fixata o relatie de ordine partiald, nota_té <, se

" « . 45 atunci
numegte multime ordonata. Daci Pc M este o submultime nevidd, atunc

prin major;mt allni P se intelege un element x € M astfel incit Va € P, avem

a<x. Daci P admite cel putin un majorant, ea se¢ zice majorati; dacd in
plus, P admite un majorant care apartine lui P, acesta se numeg_te cel mai
bl -

mare element al lui P, notat ‘max P (el este unic, conform proprietatii de
antisimetrie). In mod similar se definesc, dacd exist#, minorantii gi cel mai

mic element min P.

Daci (M, <) este o mulfime ordonatd gi Pc M este o multime nevidi, se

spune ci P admite margine superioari daci P are majoranti si multimea
acestora are un cel mai mic element, notat cu supP. fn mod similar, P
admite margme inferioars dacd are minoranti si mulfimea lor are un cel

mai mare element, notat inf P.

Definitia I. 1. Se numegte multime de numere reale o multime R care
satisface urmitoarele proprietéti:

1. B este un corp comutativ;

II. Pe R existi o relatie de ordine totald <, compatibild cu operatiile
algebrice; | o
1I1. Orice submultime nevidd gi majoratd a lui R are o margine superioara
(adicé un cel mai mic majorant).

Comentanu Proprietatea L sintetizeazd disponibilitifile de calcul in E. Astfel,
(R, +,0) si (R\{0},-,1) sunt grupuri abeliene (N. ABEL, 1802- 1829) si in plus,

1. Numere reale 15

x(y+z)=xy +xz,pentru orice z,y,z2cR. Se definesc x-y=x+(-v) i dacd y=0,
xfy=xy 1. Agadar, in R se pot efectua aduniri, scideri, inmulfiri g Impartiri cu
elemente nenule, cu regulile uzuale de caleul invitate in gimnaziu si licew. Proprietatea
IT sintetizezd faptul c¢i relatia <

< este reflexivd, tranzitivd gi antisimetricd; apoi,
pentru orice x,ycR avem fie x<y, fie y<x. In plus, daci x<y, atuncl VzeR
x+z<y+z, iar daci 0<x,0<y, atunci O<xy. Din proprietitile I, II rezulti
binecunoscutele reguli de calcul cu inegalitdti, In fine, proprietatea III, numita si
"axioma marginii superioare", constituie punctul de plecare in stabilirea rezultatelor
de bazi ale Analizei matematice, care totodatd o separd de Algebrd. Daci Pc R are
marginea superioaré s, nu rezultd neapdrat ci se P; elementul s este caracterizat
prin aceea ci veed , #%8 (sfiind un majorant al lui P) gi Ve >0, existiye P
astfel incit y>s-¢ (cici s este cel mai mic majorant si ca atare, s -& nu este un
majorant al lui P).

Existd multimi satisficind proprietitile I, II, III; de exemplu, multimea
fractiilor zecimale finite §i infinite sau multimea punctelor oriciirei axe. Se

poate demonstra c# orice doui astfel de mulfimi reprezinti structuri izomorfe,
intr-un sens ugor de explicitat.

In cele ce urmeazd, vom fixa o multime cu proprietitile I, IT, IIL; notati cu &,
ale cérei elemente se vor numi numere reale.

O submulfime IcR se numeste inductivi dacd 0 €I si in plus,
Vxel=x+1el. De exemplu, intervalul [0,e0} este 0 multime inductivi. Cea

mai mici submulfime inductivi (relativ la relatia de incluziune) este

N={0,1,2=1+1,..,n,n+1,.}, adica mul{imea numerelor naturale.

Principiul mductlel matematice se poate enunta astfel: dacs S < Neste o
muliime inductivi, atunci § = N,

Multimea numerelor intregi este Z ={xeR|xec N sau -xeN}. Pentru

orice x € R ezdété si este unic n € Z astfel incit n<x<n +1; se noteazi
n = [x], partea intreagi a lui x, de exemplu, [3,14] = 3 gi [-3,14] = 4.

Multimea numerelor rationale este Q = {m/n | m,n ¢ &, n # 0}; ea satisfa-
ce propr1eta1:1le 1, II anterioare; dar nu si I, deoarece multimea

=re Q|x*< 2} nu are margine superioari in Q. Tn plus, @ este densi
in R {in sensul ci pentru orice numere reale a < b, existi numere rationale
cuprinse intre a gi b; anume, alegem n ¢ N'astfel incit

deci _]L<b—a,

-a n.

n>

i fie m = [na] deci m<na<m +1; atunci

bsag+_—>
nnn

lml



16 I. Numere, giruri de 2umere

m+1l
n

. + 4 A 1
deci a < f}_._l_ <b,iar este rational).
n .

Comentariu. Denumirea de numar rational provine de la latinescul "ratio" (raport de

numere intregi; astfel, ‘
E, - -3— € Qs \/é- & Q)-

3 5 .

Numerele irationale sunt tocmai elementele multimii R \ Q si nu sunt deloc in afara
rajiunii .

Reamintim ci p.entru orice x € R se defineste modulul Jui x, | x| = max{(x,-x)

deci 1
lx]= x dacix >0
-x dacix <0

Pentru orice x,y € R, numarul d (x,y)=|x-¥]| reprezinti distanga intre x,y.

Sunt astfel definite doud fanctii remarcabile, anume:
ABS R—R,x» (x| 5i d:RxRoR, (x,y)~ dlx,y)
Au loc proprietdtile urmiétoare binecunoscute:

1° vxeR,|x |20 st lx]|=0x=0; | .
20 Vx,yeR, |x+ylsix]+1y] 8 lay | =11y 05

9P Fie s > 0; avem |x|<e e xe(-g,¢) s lx|>e e xe(-o,-e)Ule,e;
4° ¥x,ycR,d{x,y) 20 si dix,y)=0ex=y;

50 Vx,yeR,dx,y) =d@,%);
- g° Vx,y,ze]l&,d(x,z)sd(x;y)+d(y,z).r

9. Numere complexe

fn multe consideratii se- utilizeazd numerele complexe, apdrute initial in
legaturd cu rezolvarea ecuatiilor algebrice. Marele matematician german
C. F. Gauss (1777-1855) a dat prima demonstratie riguroasad a teoremei
fundamentale a algebrei sia studiat structura multimii Z[] = la+bi | a,b € Z}
a intregilor care ii poarti numele. De obicei datele unei probleme tehnice sau
economice sunt exprimate prin numere reale, dar in cursul rezolvirii pot f
utilizate ca intermediare numerele complexe; mai mult, la studiul Bazelor
electrotehnicii, Mecanicii fluidelor sau in Teoria stabilitifii sistemelor i in
Fizica interactiilor se utilizeaza rezultate profunde de Analiza complexi.

2. Numere complexe 17

- Definitia I. 2. Se numeste numir complex orice pereche ordonatd de

numere reale. Mulfimea numerelor complexe este C=RxR.

2 oo o { _ gt "
Daci z = (a,b), 2’ = (a¢’,b') sunt dous numere complexe, atunci prin definitie
K 3

- ! - F _nil . s
z=2'o a=a’ gl b=>b’'. Deci o egalitate de numere complexe echivaleazi cu

doué egalitifi in R. Se §tie ¢ relativ la adunarea gi iInmulfirea uzuale:
z+z'=(a+a’,b+b"),22' = (aa’ - bb',ab’ + a'b}; 06 =(0,0), 1o =(1,0)

mulfimea C este-g%lu corp comutativ.
Notind i = (0,1) si'ficind identificarea intr ! i i
ronl o rosulti ! ¢ numirul comPlex {(2,0) 5i numérul

z={(a,b)={(a,0)+(0,b) ={a,0) +(b,0)(0,1) -—-a.\+ bi,
obtinind astfel forma algebrici uzuali. Se observa ci
‘ i?=(0,1)(0,)=(-1,00=-1
deci i este radicind a polinomului % + 1.
Qomt.arlltz.n'iu.. Numerele complexe de forma (0,b) =.bi cu b # 0 au fost numite in mod
nefericit imaginare, dar nu au in ele nimic imaginar, misterios; confuzia a plecat de la

deﬁm-rea -lui ica \/—_1, dupi ce se spusese cd numerele negafive nu au radical
Definind i = (0,1} ca un numir complex ca oricare altul, dispare orice confuzie :
n_umeqele cozpplexe sunt obiecte matematice cu reguli precise de operaré Tn an 1$1
situatii se utilizeazé gi numerele duale a+be unde a,b € R gi £2 = 0; de fa’ t acenf .
sunt deasemenea perechi. de numere reale (a,b), ’cu ol;eratsiiiz

(a,b)_ +la’, b = (@ +al,b+ b)) si (a,b) (@b’ = (@a’ab’ +a’b), iar £ = (0,1)

Dacd z = (a,b) = a+bi € C, cu o,b € R, se noteazi
Re z = ¢ {partea reald), Im z = b (partea imag*inaré),

zZ=a-bi (conjugatul luiz)si |z | =Ya?+b% (modulul lui z).

Se cunosc sau se verificd ugor urméitoarele proprietati:

1° Vze(C,Rez=_;.(z +a,Imz=i(z—a'
, .2 ’

0 leC.7id -7 +37 55 =73 .5 =1z
P V2,2l eCzve’ =2 +27;22" =2 2" Tz =1z (22 0);

.
3 VzeC,|Rez|<|z],|Imz{<|z]|,]2z]{<|Rez|+|Imz|;

0 vy ot

4" Vz,z €C,|z+2' ||z |+ 12/, |22 | = |z 12|, ||z | - |2"|I< |z -2"| s

dacd 2/=0, |22/ | = |2 |/|2'].

ortogonal xOy; identificim numéirul
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2#0, fie r=|2| si ¢el0,2n) unghiul ficut de semidreptele Ox, Oz in sens

trigonometric; se mai noteazi ¢ = arg z, argumentul lui 2. Atunci a = rcoso,
b=rsing §i z=a+bi = rcosQ + irsing = r(cosp+ising), obtinindu-se forma

_trigonometrici a lui z.

EXEMPLU
3m

1+i= \/5 cos ™ + isin.™ , -3 =3(cosw +isinm) §i -Di= 5((:05_%5 +isin=— |.
4 4 . L2 2
Pe multimea C nu se poate defini o relatie de ordine compati'bilé cu operatiile

algebrice (deoarece in caz contrar ar rezulta ¢i Vze C,2220; in particular ,

pentru z = 1 gi z =i, ar rezulta simultan ci 120 gi -1 20 ceea ce este
absurd). De aceea nu se considerd inegalitdfl intre numere complexe si in
particular, nu se definesc siruri monotone de numere complexe.

Pentru orice :

21,226 C=R2; 21=(x1:y1):z2=(x2:y2)!

distanta euclidian dintre ele este .
142
IR B [CARP N AL

Deoarecez, — 2; = (Xy — X3,y — ¥), rezulticé d(2;,2,) = | 24 -2, |, deci distanta

euclidian dintre doud numere complexe este toemai modulul diferentei lor.
‘Se verifici imediat urmétoarele proprietati:

D, Pentru orice 21,2, € C, diz4,29) 20, si d(zy,25) =0 21 =2y;

D2 V21,22E C ) d(zl,22) :d(22,zl); :

Dy Vzy,29,23€ €, dizy,2y) £dlzy,2,) + d(25,25).

Pe scurt aceste proprietiti sunt numite pozitivitate, simetrie i inegalitatea
triunghiului. :

Daciiz, € Cgir > 0, multimea Blzg,r) ={ze C|jz 24| < r} se numeste discul
deschis centrat in z,, de razi r; mulfimea {ze C||z -2 | <r} este discul

inchis, iar {z e C|lz -2 | =1} este circumferinta de centru z; gi razi r.

3. Siruri de numere reale

Fie E o multime oarecare. Daci I este o multime, ale cirei elemente se numesc

T e
w B

indici, prin familie de elemente din E indexatd dupd I se intelege o funciie

3. Siruri de numere reale 19

f:I—E,i» x;=f(i}; aceasti familie se mai noteazd (x,);;. In cazul particular

cind I = N, familiile se numesc giruri si vom nota (a,), »o; dacid E = R (respectiv
C) se obfine conceptul de sir de numere reale (respectiv complexe). Trebuie
ficutd distinctia dintre girul {(a,),., $i multimea {a,|n=0} a termenilor
girului; siruri distincte pot avea aceeasi muliime a termenilor.

Comentariu. Intuitiv, un volum variabil V in spatiu tinde c#itre 0 daci pentru orice
cub d? laturd £, £ > 0, V "devine" mai mic decit volumul cubului, incepind de la un
?numlt "moment". z Aceasta sugereazii urmitoarea definitie esentiald, in care
momentul" este reprezentat prin rangul N(e).

Din liceu stim cé un sir {e,), ., de numere reale este convergent daci existi
un numdr real @ € R astfel incit dla,,a}=|a, -a | "tinde citre zero" cind n
creste indefinit, adic# Ve > 0,3 N(e) natural astfel incit Vn 2 N(e),|a, -a|<e.

Se mai scrie in acest caz cid'lima, =a sanag,—a. -
n— 0

Natura unui gir gi limita lui in caz de convergentd nu sunt modificate prin
medificarea unui numér finit de termeni ai sirului.

EXEMPLUL 1.
lim .l=0, Lim 3" =0 si lim 1+1 n=1im l+l+‘_{+...+i =g
n-yeo Il n—3eo n—yeo i) n-.ca 1! 2! n! ’

numérul lui. L. EULER (1707 — 1783); segtleche ~2,71828...siec R\ Q.

-

EXEMPLUL 2. ¢, —»0&|a,|—0; a,~a = |a,|-|a|, dar nu si reciproc.

EXEMPLUL 3. Orice subsir al unui gir s = (a,), ., convergent citre a, a € R este

convergent cétre a [reamintim cd dacéd se considers un gir strict cresciitor de

numere naturale ky<k,<ky<..<k, <.., atunci sirul (g, ),., se¢ numeste

" subsir al lui s; pentru orice n avem evident n < k,. De exemplu, (a5,),5¢ $i

(@g, . 1)p o Sunt subgiruri ale lui s, zise subgirurile termenilor de rang par si

respectiv impar].

Reamintim citeva proprietiti cunoscute din liceu:
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Daci a, — a §ia, — b, atuncia = b (unicitatea limitei unui gir convergent).

Daciia, »asib, > b, atunci a, +b,—>a +b,-a,— -a,a, b, a-bgidacd
1

b # 0, atunci an-/bn—>a/b. .

Dacd a, — @, b, — bsia, <b, pentru orice n = N, cu N natural fixat, atunci
a < b (pastrarea inegalitatilor prin trecere le limitd). :
Daciia, € x, S b, pentru orice n 2 Nsia, »asib, - a,atuncix, —a ("lema
clegtelui").

Reamintim ci un sir (@,),s¢ de numere reale se numeste mirginit dacd
mulfimea termenilor {a, |n e N} este mirginita in R, adici este continutd
fntr-un interval compact, sau echivalent 3 M > 0 astfelincitVn e N, [an‘ <M.

Se aratd ugor ci orice gir convergent este mirginit. De asemenea, orice sir(a,), o
mirginit §i monoton cresciitor (respectiv descrescitor) in R este
convergent céitre supa, (respectiv cdtre infa,).

Se spune cd un gir (@,),»o de numere reale are limita +e (respectiv —oo) dacd

¥ ¢ > 0, 3 N(e) natural astfel incit V nVZN(s), a, > ¢ (respectiv @, < —).
Daci a, < b, pentru orice n2N (N natural fixat) si dacd a, —> o, atunci
b, — oo, iar dacd b, — -, atunci @, — —ce.

TEOREMA L 1. ("lema intervalelor inchise incluse"). Fie I, = le,, b,),n20
un gir descendent de intervale inchise, I, = I, 1,> .. Atunci muljimea

I-(\ I, este nevidi. Dacd in plus lim (b, - a,) =0, atunci multimea [ este
n=0 n-—=
formaté dintr-un singur punct.

DEMONSTRATIE. Fie A ={a,|n2 0} st B‘= {b,|n20}. Atunci multimea A este

majorati (de by)y fie § = sup A. In mod similar, multimea B este minoraté; fie
n =inf B (se aratd ugor cd orice multime nevidd mirginita inferior are

margine inferioard). Deoarece a,<b, pentru orice m,n € N, € <1; totodatid

avem a, < & <7 < b, pentru orice n 2 0 deci [E,1]c NI,
. nzl

B
L
v

3. Qiruri de numere reale
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Daci in pl 1 | - = in i itafi
in plus jlinm(bn @, =0, din inegalitsjile 0 sm - £<b, ~ a,, rezulti

& =1 gl ca atare, N I, ={}.
#n2z0

OBSERVATIE. Conditia de inchidere a intervalelor este esentiald; de e:iemplu

1 ;
pentru I, = [0,;], n21, intersectia [ I, este vida.

nzl

COROLAR (lema Jui E. CESARS, 1859— P '
subsgir Convergent.;l ’ 1906). Orice sir mérginit in R are un

DEMONSTRATIE. Fie (x,),¢ un gir mérginit in R ¢i @ < b astfel incita <x, < b
- . S » - n -
pentru orice n € N gi ¢ mijlocul intervalului [e,b]. Dintre intervalele [a,c] si '

e, 5] alegem unul cu proprietatea d : . .
. e acon L L ]
6 11 notam I, = [a,,b,]. : fine o infinitate de termeni ai sirului

Deci: multimea {neN|x,  [a,,b,]} este infinit4; b, - q, = b-a

Fie ¢; mijlocul intervalului [a,,b,]. Di interv m

d ; ay,&,). Dintre intervalele [a,,c,) si [c,b '

I, = lay,b,] care contine o infinitate de termeni ai g,}rl:lu? ([ils . al%{:ci
n‘n 2 0°

multimea {n eN|x, € [a,,b,l} este infinits; b, -a, = b-a
Se c_onstruieg.te prin inductie un sir de intervale inchise

LoLoLo . .ol>.. ;I =la,b,]

astfel incit multimea {neN|x,ela;,b]} este infinitd; b, -a, = b-a

2!;

b

V & € N. Conform teoremei L. 1 rezultd [} I, =1£} unde I, = [4,5]
k20 T

Din modul in care au fost construite interv

numere naturale algle L _putem gési un gir de

o< <...<m<..gix, el (VhkeN).

Deducem din x, ,E eI, (VkeN)

~

b-a '
o (V & e N) deci x, —>E.

| xnk'—-g [ <

D . - .
bi;:(l;trilz}ga I 3. O mul{ime E se numeste numirabili daci existi o aplicatie
f:N > E. In acest caz, rezulti ci E = {fin) | n =z 0} este multimea

termenilor unui gir.
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EXEMPLE.
1) Qrice submultime A < N este
nu este finitd, atunci se poate consi

£: N - A, unde A0) = minA, A1) = min(4 \ A0, A2) =min{4 \ {f10),A1) ) ete.
2) Multimea Z este numéarabili, deoarece aplicatia

1
—n,
2

finitd sau numirabild; intr-adevar, dacd A
dera urmatoarea functie bijectiva:

n par
FINoZ, fin)=y.
' ' - i(n +1), n impar

este bijectiva.

ea EUF a doui mulfimi pumérabile E, F esie numérabili,

3) Reuniun
unui gir, obtinut alternind elementele lui

deoarece elementele ei sunt termenii
E si F dispuse in gir. .
4) Fie f: X — Y o aplicatie. Daci f este injectivd 51 Y numirabild, atunci X

r daci f este surjectivi si X este numérabild,

_este finitd sau numirabild, ia
atunci Y este finitd sau numirabild (prima afirmatie este imediaté iar in
cazul secund, se construieste aplicatia injectivi ¥ — X care asociazd oricdrai

y & Y un element ales i fixat in i)

Aplicind acest fapt pentru aplicatia injectivd f: Nx N o N, fim,n) = 2™3",
Atunci produsul cartezian a

rezulti ci multimea Nx N este numéirabild.

oricaror doud multimi numérabile este o mulfime numérabild i folosind
aplicatia surjectivi f: 7 x N — Q, fln,q) = p/q, rezultd cd mulfimea Q este
numarabili. | ’

TEOREMA 1. 2. Multimea R nu este numirabili.

ervalul [0,1] nu este o mulfime
d#m prin reducere la absurd
[0,1],n—x,. {mpartim
trei intervale

DEMONSTRATIE. Este suficient s arétdm ci int
numérabili. Pentru a demonstra aceasta, proce
si presupunem cé ar exista o aplicatie bijectivif: N —
intervalul I, = [0,1] in trei pirti egale. Cel putin unul din cele
nu va contine x; §i fie I; = lay,b,] un astfel de interval (bl -aq= %) Imp#rtim

= [ay,b,) unul din cele care nu contine x,

I, in trei parti egale gi notam cu I
.. oI, o ..deintervale

ete. Se va obtine astfel un gir descendent Ijo 2>

inchise incluse, astfel incit x, ;¢ la,,b,) =1, pentru orice n= 1 si

1

bn—an=.§.

Conform teoremei 1.1, rezultd ca () I, ={E}.
az0 ’

=

T i T
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Deoarece § € [0,1] §i f este surjectivi, existd n € N astfel inecit x =&, Da
n — & T

Eel,  larx e[ i j
- Ly e & I,.; 51 8¢ ajunge la o contradictie,
Orice interval (a,b) sau [a,b] cu e < b este nenumsrabil

COROLAR 1. Mulfimea R \ @ nu este numérabila.

DEMONSTRATIE. In ¢
* . az confrar, Rar i ; " ..
deci numdirabily. reuniunea a doud multimi numérabile,

COROLAR 2. Orice numér r i
T . eal o, este limi i s .
limita unui gir de pumere irationale, e limita unui gir de numere rationale si

PDEMONSTRATIE, In orice interval (oc -1 o+

1 s
- —|eun2 lnatural, alegemx, ¢ Q

siy, € R\ Q Atuncix, — o siy, — o, conform lemei clestelui.

Definiti i
echi:;l]iﬁ:; L 4 '{éTn gir de Inumere reale (a,), ., se numeste fundamental san
, §ir Cauchy (dups numele matematicianului francez A. CAUCHY

1789-1857) dacd d(a,_,a) — 0
H t oo gy
astfel incit ¥V m,n = Nm(si) | am—ﬂen| I;usm,n = o adied ¥V 2 > 0,3 Nie) natural
" .

Coméntar' . Am= ' iti
iu. Daci m = 7, aceasta conditie este evident satisficuta: daci de exempiu

m > n, atunci notind p =
, ; p=m—n; rezulti p > o= . s
rescrie astfel: ’ pzlgims=n+p,iar conditia anterioars se

¥ & > 0 3 N(e) natural astfel incit ¥ n > N(z) $iVp=21 |a a, | <
= nep — Y €.

Colld_ltla ca un $11 Sd fie fulldalrlelltal eS[’,e llltrIIISECé., nedep de me
1112111(1 un ele Ilt

. . . . . .
t ‘ I ] ] . m, - . .
exterior cum este limi 2 §1l1(u 1 ‘Otuﬁ.l al. e- ].OC urmatﬂruI I‘eZultat lntu].t cu pesf:e 2000

TE A
. OREMA 1. 3. (criteriul general al lui Cauchy pentru siruri in R). Un
$ir (a,},»¢ de numere reale est .

. e convergent dacd gi numai dac
fundamental. e

DE & a, — i
MONS'ILRATIE. Dacé a, — a, atunci 0<}a, -qa,|<|a, -a |+je,-a| deci
m n= 1

lim |am

m,n—

g 120 si s y
» | =0 si sirul rezultd fundamental. Reciproc, dac (@,), 5o este

fund i Argini
amental, atunci el este mirginit; intr-adevir, pentru e = 1 existd N natural

-astfel fneit >
it VazN, |a,-ay| <1; ca atare, a,eley-1,ay+ 1) pentru orice

| 22N i toti o
; V 5l tofl termenii sirului {(a,),,o vor fi cupringi intr-ud acelagi interval
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mirginit care include intervalul (ay - 1oy + 1). Conform li.emei lui Cesar6, sirul

- ) incheie daci vom
(@,),»0 V& avea un subsir convergent a, —a. Teorema se¢ in

demonstra ci a, — & Pentru aceasta, fie V e > 0 fixat. Alegem N astfel incit

o a2 Ny, L, -y | <5 5 Npastfel ItV 7.2 Ny, | 0, =0 | < 5- A0on Juind

N = max (N;,Ny) si_n2 N, rezultdi k,2n2 N si ca atare,
ja, ~a| <12, e, -ay | <12 deci la,~alSia,~ay,| +lay, —al<o e adicd
a, — a.
EXEMPLU. Sirul
_sinl  sin2 sinn n=1
” 12 92 n? ,
este un sir fundamental deoarece -
a _al___]sin(n+1)+m+sin(n+p)ls
\ n+p n o+ 1)2 o +p)2
< X |
' 101 1
_,__._—l 1 < ! ot 1 = - <5
STelP iR D mip-Dn+p). n (@+p) n

pentru orice p 2 1. Conform teoremei I. 3, rezultd ¢4 girul este convergent; nu
este simplu de calculat limita lui. o

4 Limite inferioare si superioare de giruri In R

Fie (x,),»o un §ir oarecare in R=R|J (oo, + ook

Definim Oy =inf{x0,x1,x2,...},‘ oy = inf{x;,xs, S P qk= Iilr_g{xn;
B =5up %0, %5,%2; - }» B, = SUp{%y,%g; < }» wwea Py =sup x,

Atuneci evident
..EBPS ...SBgsﬁls-Bﬂ'

Definitia 1. 5. Se numegte limita inferioara a sirului (x,),»

4. Limite inferioare gi superioare de giruri in R 25

o = limo, ¢, notat o = lim x; limita superioara a sirului (x,),»o este

=3

B = limf, R, notat B =Timzx, (in R orice $ir monoton are limita [).

n- e

Evident, o = supoy, B= ixl}f B, deoarece girul (o), -, este monoton crescator

iar (B.)pse monoton descrescétor. in plus, o < B deci lim x, < Timx,,. Daca
~ ‘
(x,),»q este un gir mirginit in R, atunci o, B e R.

' Retinem ci limita inferioard (superioard) existd pentru orice sir in R sau K.

o clementul g

¢

ExemMpLU. Fie an = (-1)", n 2 0. Atunci o, = -1 gi B, = 1 pentru orice %, deci

limx, =-1gi Imx, =1.

TEOREMA L. 4. Fie (x,), 5, un sir in R si @,beR.

i) ¢ =limx, dacd si numai daci V u < @ multimea {neN|x, I< u} este finitd
si Vv>e, mulfimea {(neN|x, <v} este infinitd.

ii) b=Timx, dacd gi numai daci V u < b, ineN{x,>u!} este infinitd si

Yu>b {neN|x,>v! este finits.

DEMONSTRATIE. Fie e=limx, deci a=o'= SUP 0. Dacd @ = —e atunci

YV k, oy, = —o> 5i pentru orice v > a, multimea (n e N|x, <v} rezultd infinitd.
Presupunem o finit. Atunci V u <a, existd k, astfel incit u <oy, < a deci pentru
n2ky x, 20, >u adicd {neN|x, <ul este finitd. lar dacd v >a, atund
evident {n e N|x,<v} este infinita. |

Presupunem ci invers, a satisface conditiile din enunt si fle o =limx,.

Aritim mai intii ¢d a < o Cazul a = — este evident. Dacd -~ <a giu <a,
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atunci conform ipotezei existd kg astfel incit x, > u pentru n 2 k& decioy, zu

si cum sirul (o) este crescétor, rezultd u £ o. Deci pentru orice u < @, avem
u <o sica atare, a < o, Folosind cea de-a doua conditie rezultd o < ¢ decl

o= a.
in mod similar se trateazi cazul limitei superioare.
inainte de a deduce o consecinti importanti, introducem o notiune folosita

doar in acest paragraf: un element £ cR se numeste punct limitd pentru

girul (x,), . din B daca existd un subsir x;, — £ (in R).

COROLAR. Fie (x,), s un sir in K.
i) imx, si imx, sunt puncte limita pentru sirul (x,) si in plus, pentru orice
alt punct limita & avem _];g_in <E<Tmx,;

ii) Sirul {(x,) are limita x in X daci gi numai daci limx, =Hmx, =x.

DEMONSTRATIE.

i) Presupunem ci o =limx, este finit. in intervalul (g-1,a+1) alegem un

- A L1 1)
termen x; ; in (O’_E’a+'2")’ alegem x;, cu ky > k,, etc xkne[a ;,a —~

atunci x;, — c. Similar se trateazi celelalte cazuri.
i) Dacd x, - x, atunci orice subsir tinde citre x deci toate punctele limita

coineid cu x in particular, limx, = Tim x,, = x; ete.

~

5. Siruri de numere complexe ,

Definitia . 6. Un sir (z,), 5, de numere complexe se numegte convergent in

C daci existd z e € astfel incit dfz,z) — 0, adici V £ >0 3 N(e) natural
astfel incit V n 2 Nle), |z, - 2| < &. ‘

Se scrie atunci limz, =2 sauz, — 2.
R

5. Qiruri de numere complexe 27

Dac# existd, limita unui sir convergent este unici. Este evident ci orice gir
convergent in C are toti termenii continufi intr-un disc; se mai spune ci girul
este mirginit. N -
TEOREMA L 5. Fie z,=a, +ib,, n 20 un gir de numere complexe gi
z=a+1ib. Avem z, — 2z In C daci gi numai dacd a, > a sl b, »>b{mR}

DEMONSTRATIE. Au loc inegalitatile
0<|a,-a|<|z,-2], 0<[b,-b|<|2,~2;
daci z, — 2, atunci aplicind lema clestelui rezultd o, — a §i &, —> b.
Reciproca rezultd fslosind inegalitatea ;
|zn_zlslan—a|+lbn_b!'

Retinem deci ¢& lim(a, +ib,) = lima, +ilimb,.

n—3e R —3 ea h—>ce
Daciiz, -z, w, > w(inC), atunciz, + w, =z + w,z,w, — 2w si pentruw = 0,
z,/w, — z/w; pentru demonstratie se poate proceda ca in cazul girurilor de
numere reale, sau se aplicd teorema L.5.

COROLAR (criteriul general Cauchy in €). Un sir (z,), 50 este convergent

in C daci si numai daci este fundamental (adicd V € > 0 3 N(e) natural
astfel tncit ¥V m,n =2 N(e), | 2,, ~2, | < e).

DEMONSTRATIE. Fiez, = a, + ib,. Sirul (z,) este convergent in € < girurile {(a,),
(b,) sunt convergente in R « (a,), (b,) sunt fundamentale in R & (z,) este
fundamental in C; ultima echivalentd rezultd din inegalititile evidente:

|am_anE"<'|zm—znI?lbm_bnlSlzmwz:1|!1zrn_zn|Sia‘m_an|+|bm—bnl'

Am vizut cd multimea R poate fi inclus# in multimi "mai mari". Incluziunea
B c C se realizeazid prin conservarea structurii de corp comutativ (cu
extinderea operatiilor algebrice), dar cu pierderea structurii de ordine.

Incluziunea R c R se realizeazi prin pistrarea ordinii, dar se pierde structura
algebricd (adunarea gi inmultirea nu mai sunt peste tot definite in R; de
exemplu, nu se definesc eo+(—o0), o - 0, oofoo ete.). Remarcim ci in R orice gir
este mirginit, orice gir monoton are limité i orice submulfime nevidd A cR
are margine superioard si margine inferioara.

Comentariu. In matematici si in filozofie conceptul de infinit apare in doui ipostaze -
infinitul actual si infinitul potengial. In matematici infinitul actual revine la a

considera elementele +oo, — ca elemente neprivilegiate in multimea R. Infinitul
potenfial este definit numai cu ajutorul numerelor reale finite: +e apare ca asociat
oriciirui gir (x,) din R cu proprietatea ci V¢ >0 3 N(z) astfel incit ¥ n > N(e),

¥, >z, lar - este asociat oricirui gir (y,) din R pentru care Ve >0 I N()
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¥ n2N(e), y, <-¢. Formula e +co=-o0 reflecti faptul cd dacd x, — =, ¥, =
atunci x, + ¥, — vo; similar —e +a = -, @ € R inseamnd ci dacd x, — -, ¥, 2 &,

atunel x, +y, = —°. Faptul ci 0 - e nu capiti sens precis rezultd din aceea ci dacd
x, —> e, ¥, — 0, atunci nu se poate afirma nimic despre produsul x, v, etc.

fn multiniea C nu existd "la stinga” si "la dreapta" ca in cazul lui R (unde de
exemplu -3 este la stinga lui 2). De aceea se adugi la C un singur punct la

infinit, notat e si se considera €= CU{s}. Se spune ¢4 un sir (z,) de numere

complexe tinde citre o dacd |z, | > += In R; prin cénventie, ¥V z e C,

oo + 2 = v (in sensul ci dacdl z, — o, atunci z, +z oe); APOL 0z = 2o = oo
pentru orice z € C, 2% 0. De asemenea oo = co, 0of() = co gl 2/0 = e pentru

2 # 0, zfe = 0 pentru orice 2 € C. Nu se definesc o + oo, 0o — 0, 000, oofee in C.

.7 '
n| L+ — .
nit T _yim [ n]:_{:
2ni -3 noe (4. 3 2L
nl2i - —
)

EXEMPLUL 1. lim

n—s s

1
5

EXEMPLUL 2. Sirul (~2)" nu are limita in R dar tinde citre o in C.

EXEMPLUL 3. Fie z,=a" cu ae C fixat. Dacd |a | >1, atunci
|2, ]| =}a|"— e deci z,->ss; dacd |a| <1, atunci z, — 0 iar dacd
|a|=1,a=]1,atunc girul (z,) nu are limit4; in fine pentru a = Lz, L

6. Functii reale si functii complexe

Se numegte functie reali orice functie f: X = R, cu valori reale. Imaginea ei -

fX) = {fx) | x € X} se mai numegte domeniul strict de valori al lui f-
Marginea superioard si respectiv inferioari ale lui f sunt: i

sup f = sup fAX). i inf f = inf AX),
calculate in R, acestea se mai numesc extreméle globale ale lui f pe
multimea X. - -
Cele mai simple functii reale sunt functiile polinomiale P : R - R,
Plx)=apx™ +ax® 1t e, @ a, (ag,0,-,8, € R;aq#0).

Calculul valorii P(x) pentru orice x fixat revine la efectuarea unui numér finit
de aduniri gi inmultiri. Mulfimea Z(P) a zerourilor (sau radicinilor) lui P este

finitd, avind cel mult n elemente in R sau C. Pentru n = 1,2 existd formule §
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explicite de determinare a multimii Z(P). Pentru n =3 51 n = 4 exista de
asemenea formule ceva mai complicate si f&rd utilitate, datorate
@gtematlclenﬂor italieni CARDANO gi FERRARI, iar pentru n = 5, matema-
tl(:lal:lul norvegian ABEL a demonstrat ci nu existd in general f:ormule de
exprimare a radécinilor cu ajutorul coeficientilor. '

Functia rationald P/ (cu P,Q polinoame) este o fu 5 « .
R\ Z(Q). nctie reald dgﬁmta pe

Pentruaa“e R se defineste functia putere de exponent o, f: (0,=) » R
fix) =x%n cazul o ¢ N, domeniul de definitie devine intreg R. Pentru o # 0
restrlcgla £+ (0,00) 2 (0,00), x = &* este bijectivd si fl(x) = xV.

Daci a > Q? a# 1,{ se defineste functia exponentiald in baza q, a‘nun&e
g R - R,_g(vx) = a‘l, cu proprietitile binecunoscute; in acest caz, g : R — (0,00) .
este bijectivd i g7 (x) = log x. Un caz important este

a=¢e=lim 1+.l n.
—3 oo 1L
Relatia In x = log,x = m inseamn# x > 0 gi e™ = x, O formuls importants este
urméitoarea:

- 2% = e™"* pentru orice x > 0 si orice « € R.

Este interesant cd EULER a ajuns la definirea numéirului e, care ii poarti
numele, pornind de la problema determinirii functiilor reale derivabile
f:.]R — R cu proprietatea ci V x € R, f(x) = Rx) si A0) = k (k € R fixat). Acum
stim C'ﬁ existd o singura functie cu aceasti proprietate, anume flx) = ke*

Functiile considerate anterjor sunt cazuri particulare de funcyu l.'eale
elex.a:lentare asupra cirora vom reveni cu o discutie mai ampld dupé studiul
seriilor de puteri. O extindere importanti o reprezintd functiile complexe
elementare - polinoame cu coeficienti complecsi, functii rationale, ¢°, sin z etc.

O funciie f: A - C{ A <€) se numeste funetie complexi de variabild:
complexi. Graficul unei astfel de funciii G;={z,flz)) |zeAl este o

submultime a Iui € x € = ®* (in timp ce graficul unei functii reale de variabild
reah“a'este o submultime a Iui B?). Functiile complexe vor fi studiate ulterior;
mentmnén} doar cd nedefinindu-se inegalititi intre numere complexe nu sé
definesc nici extreme nici-monotonie in cazul functiilor complexe. i’entru

{:X — €, nu se definesc sup flx), inf Ax); au insi sens su])J[|f(x) [, inffx)].
. xe xeX

1. 10 exercitii

[

1. Fief: X — Y o aplicatie.
1&3 ]]gacé A,B ¢ X, sd se arate ¢i flA U B) = flAY U AIB);

ack PQCY, fPa@Q=FP)nfiQ, FPLQ=FP)LFQ s

? - (

fl(CP) = Cf'lf.P) (FUP) = {x € X, fix) € P)). P
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9. Fie M o mulfime si f: M — M o aplicaie. 84 se arate ci dacd fof=1,, atunci [
‘este bijectiva.

3. S4 se arate c& aplicafia f :Nx N ——)N ‘
_(m+n)m+n+1)

este bijectivi.

4. Fie M o multime gi (P,), » o un sir de submulfimi ale lui M.
Se noteazd YimP, = {J () P,, ImP,= N U Pa

mzdrzm mz0nzm
a) S& se arate ci : ‘ . 4
HmP, = {x e E | x apartine la toti P, incepind de la un rang}
giecd ’ B
TmP, = (x € E | x apartine la o infinitate de multimi P,}.
b) Sirul {P,), » , Se zice convergent daca limF, =TmP,. 54 se arate ci dac# (P,) este

un sir ascendent (adicd V n 20, P,c P, ;) sau descendent (Vn 20, P, 3 P,
atunci el este convergent.

5. Fie (x,),5 un sir de numere reale. ‘Daci subgirurile (x,,),

Ie R,sisearate cAx, =1L

6. S4 se arate cii girurile (Smn] , (nsin_l_] sunt convergente, dar (sinn),; nu |
' 1zl -3

n n

are limiti.

7. Pentru orice doudl giruriin R, x = @0 ¥ =0hzo5e definegte convolutia lor
\ A

z=xxy, ca fiind girul z = (2,), » o unde 2, = DTS
p=0

cu 8, girul cu toti termenii nuli, exceptind termenul de rang k, egal cu-l. -
a) 84 se arate ci pentri orice §ir x, x #§g=Bprx =x; calculatl x*3§,.

Pentru orice k € N se noteazi

b) 84 se dea exemplu de giruri mérginite x,y astfel incit x+y s nu fie marginit.

8. 84 se calculeze limx, ,Timx, pentru

_C1ren,

8) =g

b) x, =(-2)";

BRGNS E1CE T
n 2

9. Si se calculeze:

.2

. 1+in*,
a) 11m__.__3,
n-ren +4n

(%,,,;) A0 aceeasi imitd |

AT T

R T

7. 10 exercilii 3

b) lim _i":

n—w I

1+,

y

¢} Hm
n—en n

d) im{(l+a+a?

+..+a™),aeC.
10. a) S4 se determine extremele globale ale functiilor f: R —» R, Rx) =% — 2x;
22 . )

x+1

g:R—R, gl)= - arctgx.

h) S4 se calculeze m = inf |22+ 1| ¢i M=sup |22+1].

|zi=1 281

INDICATII SI RASPUNSURI .
1. Se proBeaéé prin dubli incluziune.

2. Dacd flx) = fly} si aplicim f, rezultdi fflx)) = Afly)) adicd (folx) = (fof)y) deci
1y(x) = 1y{y), adicd x = y. Agadar f este injectivi ete.

3. Avem £0,0) = 0; £0,1) = 1; A1,0) = 2; etc. Deci lui (0,0), f 41 asoclazd numsirul de
ordine 0, punctelor cu coordonate naturale de pe dreaptax +y =1 1le asociaza 1,2 ete.
Pe fiecare dreaptd x+y =c cu ¢ € N se afld a + 1 puncte cu ambele coordonate
numere naturale, anume (2,0}, (a-1,1), ..., (0,a). Aplicatia f asociazi fiecirui astfel de
punct un numdr natural reprezentind un anumit numé#r de ordine. Pumctul
(m,n) € Nx N se afld pe dreapta x + ¥ = m + n; punctele numerotate anterior sunt
situate pe dreptelex + y =0, x+y =1, .,x +y =m + n — 1 gi vor fi in numér de
(m+n)m+n+1)
5 ]

Pedreaptax + ¥y = m + n anterior numerotate se afld punctele cu abscisele 0,1, ...,m - 1
{in numir de m). Deci punctul (m,n) va avea numérul de ordine

m+nim+n+1)

2

Faptul c# aplicatia f este bijectivd devine acum evident.

i 1+2+...+(m+n)=

+m =flm,n).

4, a) Se probeazi prin dubli incluziune.
b) Daca (P,) este ascendent, atunci lim P, =Tim P, = |} P,

nz0

$1in cazul descendent, [ P,,.
nz0

5. Se aplica definitia limitei.
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lim infb_ = lim L sinn =0 e _i_-Jz 0, iar girul {sin n) este marginit;

r—=oe I

6. Avem

n—ee 1

i i wll[Ll)- % sinn — [ atunci sin(n + 2) — sinn — 0 decl
apoi lim nsm_l. = lim (sm_":]/ [_n_]— 1. Dacéi sinn

y — 0 deci cosn > 0. Rezulid sin2n — 0 deci I = 0. In fond
2
n =1

n—e T n-ae

2sinlcos(n + 1) - oS! 0.
limsinn = limcosn = ( contradictie cu sln'n + COS

i
. =0Opentruk#n-p
7. 2) x+8, este girul (), » o, unde 2z, = zﬂ x84, _,- Dar (Bk)n__p p
p..- -

si ca atare

R dacé nzi;
“ 0 daci n<k

b) Fie x girul constant x = (%, )y >0 unde x, = 1;
n

’ = =n+1. ) .
in acest caz, x*x = (z,), unde z, = Zln XXy p=T |
P

8. a) -2,2 z
b) —'OO,C!O i
¢) 0,1 |

. i .
9. a) Z;
' ) » 'l - ~ - 0.
b) In general, daci x, = 0 gi (¥,), » o €850 Un SIr mirginit in R sau C, atunct x,y, —

Luind x, = R siy, =" sevedecix, » 0§ v, =1
n .

o) | - "= Lo 5 codeci lim Q-+ .,
n

n L—p o0 n

o
L
—

' +1 - ) .
d)Avem 1+a+a®+.. 4a”=% pentru a # 1. Dacd |a} < 1, limita este

. . \ in fine,
jar dacd |a|> 1, limita este . Dacd le| =1, a# 1 limita nu existd sl in hne
pentru a = 1, limita va fi co. .

dx -x% -1
(x2+1)2

10. a) inff(;c) = f(1) = -1; sup flx) = +eo. Apoi g/{x) = se anuleazdiin 2 + J§; |

supglx) = max{g(2 + \/§ ), 24 _T;_) ete.

b) Avem 2% + 1] 2 0 (V) (|z] £ D sl |z; + 1) = 0 pentru z:liadc?c;lni; 0. Analog
2% + 1] € |z%| + 1 < 2 pentru [z| < 18 |22 + 1| = 2 pentru z = 1 deci M = 2.

Anexd la lectio I 5

ANEXA LA LECTIA I

Numerele reale si misurarea mirimilor

Un grup abelian (G,+,0) se numeste arhimedian (ARHIMEDE, 287 - 212 1.Cr.) daci pe
multimea G este definit# o relatie de ordine totals < astfel incit

lasPp=VyeG,a+y<B+yls

(Ve,BeG, a>0, existd n = 1 natural astfel incit ro > § ).
Elementele lui G se numesc mirimi abstracte.

Evident, R este un grup arhimedian. Multimea temperaturilor formeazi de
asemenea un grup arhimedian (pentru ci stim si definim 0, T + Ty, T, < T, st daca
U > 0 este o temperaturi fixata, atunci pentru orice temperaturd 7 existan > 1 intreg
astfel incit nU=2T). in‘ mod similar, mulfimile prestunilor, lungimilor,_ maselor,
volumelor, vitezelor (imaginind presiuni, lungimi ete. negative), se pot organiza ca
grupuri arhimediene. Mérimile fizice, chimice, indicatorii economici etc. pot fi astfil
modelate matematic prin grupuri arhimediene, deci prin multimi de elemente care pot
fi adunate, se pot compara gi se pot misura (relativ 1a o unitate de misuri fixatd),
cu respectarea intuitiei §i-a logicii. Teorema urmitoare sintetizeaza experienta noastri
in asocierea de numere reale celor mai variate tipuri de marimi si poate fi atribuiti
tai EUCLID (sec. 111 1. Cr.), care a intuit-o pentru marimile geometrice.

TEOREMA. Fie G un grup arhimedian-gi un element fixat U € &, U > 0 ("unitatea de
mésurd"). Atunci exists gf este unici o aplicatie injectivi my : G — R astfel ineit:

" ml0) = 0 5i m(U) = 1;

22V ape G myla+ B =myew) +myPBlsivneZ, mylno) = nm{o);

3% my; este strict crescatoare (o < B = mye) < my(B)).

Numiérul m (o) se mai numeste masura marimii o, relativ la unitatea de masura
U. Dacii Ve G, V> este o alti unitate de masurs, atunci din teorema anterioars

mu(ﬂﬂ)

rezults i raportul ) este independent de o, anume egal cu m (V).

mylce
Se poate dezvolta un “dictionar fizico-matematic", indicind resursa de bazi a
modelérii matematice a diverselor porftiuni ale realitatii.

Acest dictionar poate fi precizat, extins si recomandam cititorului 83 urméreasecs
acest lueru in legiturs cu diversele notiuni pe care le va intilni in continuare.

Model fizic - Model matematic

mérime . : numir real

pereche de mérimi - pereche de numere reals

AR T TR B T e L

sau numdér complex
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Model fizic

Model matematic

mirime variabili depinzind
de altd marime, y = flx)

functie reali de o variabild reald
f:A — B, precizind gi domeniile de )
variatie pentru valorile marimilor x gl y

marime variabild depinzind de n
- b : !
marin, ¥ = flxs. %)

functie realsa de n variabile reale,
f:A-BAcR,BcR

mirime care variazi continuu,
fard salturi

functie reald continué

viteza de variatie a unei mirimil
y = flx), incepind de ia valoarea x;

derivata f/(xy),
in ipoteza ci aceasta existd

lege fizicd

ecuatie etc.

LECTIA A II-A

SERII NUMERICE

INTRODUCERE

Existd cazuri cind unui sir infinit (¢,)},., de numere reale sau complexe i se

poate atribui o sumé bine determinati, extinzind astfel notiunea de suméi
finitd. Seriile au ridicat probleme serioase fondatorilor Analizei matematice — |
G. W. LEIBNIZ (1646 - 1716), I. NEWTON (1643 - 1727) (51 altor matematicieni)
si numai dupéd ce s-au definit riguros numerele reale i complexe, ca si
nofiunea de convergentd a sirurilor, s-a putut dezvolta o teorie coerenti a

seriilor. In lipsa rigorii, sumele infinite de tipul 1-1+1-1+... au dat mari
bétdi de cap; punind paranteze aga: (1-1)+(1-1)}+.. suntem tentati si
atribuim suma 0, dar scriind 1-(1-1)-(1-1)-.. apare tentatia sé

atribuim suma 1; apoi tinind cont ci

2 3

l-x+x*-x°+..=

pentru x e (-1,1),
l+x .

ey 1 s . .
pentru x — 1, apare o a treia ispitd, anume suma 5 In orice caz, "“jocul cu

infinitul" este plin de capcane, in lipsa conceptelor solide. In aceasta lectie,
vom vedea ci seria anterioard este divergenti si ci grupirile de termeni nu
sunt totdeauna posibile i vom demonstra citeva rezultate fundamentale
pentru cultura si practica matematici. '

1. Convergentd, suma

Vom considera serii de numere complexe; cazul seriilor de numere reale va fi
un caz particular.
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de complexe si

Definitia IL. 1. Fie (@), Un gir numere

wtu, (n20), numit sirul sumelor partiale asociat. Se

5, =Ugt UL

n-

pumegte serie de termen general u,, perechea de siruri (u,), (s,)

+u,...; seria se mai noteazi Y ou,.

reprezentatd de simbolul g + &y +ug *+ .
n20

Seria Y. u,, se numeste convergenta (pe scurt ) dacd sirul (s,),»0 al

nz0 .

sumelor partiale esie convergent (in C); in acest caz, numirul complex

o

Y ou,.

. s = lim 5, se numegte suma seriei gi este notat s =
) n=0

n—y oo
Seriile care nu sunt convergente se nuUmMEesc divergente (pe scurt D). Prin
natura unei serii se intelege proprietatea ei de a fi CsauD. '

Comentariu. in studiul seriilor, rolul principal i1 au sumele partiale gi de aceea se
poate afirma ci teoria geriilor este o "combinatie” intre studiul sumelor finite si al

limitelor de siruri. Este eronaté definirea seriilor ca "sume infinite", decarece fn C sau

in R au sens doar sume finite de numere. Seriile au proprietifi diferite de cele ale

sumelor finite; de exemplu, nu totdeauna avem comutativitate, asociativitate ete.

Trebuie de asemenea si distingem intre o serie convergentd E 1, {care este un

nz0
concept matematic nou, definit ca o pereche de giruri cu anwmite proprietdfi) si suma
acelei serii, care este un numér.

Dacit se modifica un numéyr finit de termeni ai unei serii, atunci seria nou
oblinuté va avea aceeasi naturd ca seria initiald; insé In caz de convergenta,
aceastd operatie poate modifica suma seriei.

in studiul unei serii numerice (adicad de numere reale sau complexe), problema
principalé o constituie determinarea naturii ei gi in caz de convergentd, se
cere evaluarea exactd sau aproximativa a sumel seriei respective.

EXEMPLUL 1.Seria1-1+1-1+..,cu termenul general ¢, = -1, n>0 este |

D, deoarece girul sumelor partiale este 1,0,1,0,... si acesta este divergent. De

asemenea seria 1+ 1+ 1+ ... este D, deoarece s, =1+ 1 —ee.

EXEMPLUL 2. Seria geometrici de ratie g (g € ©) este seria

i

i
|
b
f
1

1. Convergentd, sumd
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Z: qn:1+q-+q2+“_qn+“. :

nz0
in acest caz,

‘“+qn: 1._qﬂ.+.1

Sn=]g+q+
. 1__q

{(pentru g#1). -

Seria este C «<» g | <1 siin acest caé, are suma 1
i-g

in mod simi i \
?d similar, sefia Y xg" (x#0 constant) este C = lgi<l.

nz20

7 EXEMPLUL 3. Dac# geriile

Y s X 0,

nx0 n20

sunt C cu sumele s, ¢, atunci seriile

3w, ¥ (@, -v,), Y Au, (AeC constant)

=0 nz0 n20

sunt evident C’. cu sumele s +7, 5 - ¢, As respectiv

EXEMP . . s
LUL 4. Direct din definitie si aplicind teorema I. 5, rezulti ci o serie

Y 2s 2, =0 + iy,
nz0

de numere complexe este C < seriile de numere reale

2: Xy 2: ¥Yau N

nz0 nz0

. sunt C gi in plus,

EXEMPLUL 5. Fi .
.Fie ky<ky<..<k,<.. un sir strict crescitor de numere

¢ naturale; 5 seri -
¢; dac# seria ) z, este C cu suma s, atunci notind

nz1

Wy =2+
1 1Y e T E W =2
Ry 2T 8p 41 T e 2y Wy =2y L1t tzy ele
= n 7

| \ M i\l
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i
‘
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i

seria Y, w, este de asemenea C cu suma:s, deoarece sumele partiale

nzl

n
E wk=zl+z2+"_+zkl+zkl+1+...+2k2+...
he1

+ 2 i

n

converg citre s. Pentra serii D acest fapt nu are loc; astfel, seria

1-1+1-1+..

difers de seriile _
(1 -1+ @1-1+.. 830 1+(cl+ D+ EL+D+

ceea ce aratd cd proprietafile sumelor finite nu se extind fira precautii la

serii.

ar de convergenti). Fie seria Y u,-
nz0 |

TEOREMA IL 1. (eriteriul neces

a) Daci seria este C, atunci lim u, = 0;
-y
nci seria ¥, u, este |

b) Daci limu, nu existd, sau existd dar este nenuld, atu
rnz0 .

n e
N

|
I
i
]
D: o
| -
DEMONSTRATIE. 2) Fie |
8, = U + Uy F oo ¥y = St +U, 1
deci !
i

U, =8, " Sp-1> pentru orice n 2 1.
Conform ipotezei, exista

s= lims, (suma seriei)
n-—e

deci :
limu, = lim(s, -8,-1) =8 -'5=0.
n—oe n—>o

b) Rezultd din a) prin reducere la absurd.

Comentariu. Agadar, pentru 0 gerie C este necesar ca termenul ei general si tindd
mplul seriei

citre zero. Reciproca este falgi, aga cum arati exe _

Y Wrel -yn);

nz@}

in acest caz,
. o i _
lim, = im =0,

n-— e n-vee o fm o+ 1 +\/;f:

e

" In teorema I1.2. Luind n = N si p = N, rezulti

1. Convergentd, sumd
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dar seria este D, deoarece

s,=yrn+1 —ee

In unele formule se utilizeazi si produse infinite

II =.:

nzl

un astfel de produs se zice convergent, daci girul

n
(H zk)nél
k-1

are o limitd fnits: .
o limitd finitd; uneori prin logaritmare se trece la serii

TE . :& p -

numerici u, este
go C & ¥ & > 0 3 N(s) natural astfel ineit

VnzNe)siVpzl, lu, (+u,, o%..+u,,, |<¢c

n+p

DEMONSTRATIE. Fie s, =ty +u, +...+ 1 deci
n

»

s -8, =i +
n+p n n+l un+2+“'+un+p (nZO,le).

Concluzi i di atorul si
cluzia rezultd din urmétorul gir de echivalente logice: seria E u, este C
7 . B n c

nz0

& sirul (s,) este convergent & sirul (s,) este fundamental <

Ve >0 JN(e)natural astfel incit VnzNE),p21, |s s, ] <
] = 4 n+_p_ n E.

COROLAR. Seria armonicd

1 1.1
—=1l+_+_ !
P +2+3+,_,+;+...esteD.

EMONS - = —
I)' TRA D I“ CazZ Co 5ex I iez”“; etll,lll ].e ca

N

uN+1+...+u2N-<i
‘ 3
deci
1 1 1
—_ +...+_>_1. 1 = 1 N
3°N-1 N N TN 3
- N termeni

absurd,
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TEOREMA II 3. (criteriul lai Abel). Fie

nz20

sirul sumelor partiale mirginit. Atunci pentru orice

reale, pozitive, monoton descrescitor

3 a,u, este C.

nz0

DEMONSTRATIE. Fie s, =g+ Uy + -

pentru orice n 2 0. Avem

| Oy s ltn 1 T %

= l 0{n.+1(5rf.+-l“_Sn)"'OCJ‘.H-?.(SJ'VrZ_

- + O 5
+an+p—1(sn+p—l' sn+p—2) n+p( u+p n+p

:]_an+1sn+(all+1_

SM(I““‘:HE‘ * lanw-l—

i este monoton
Dar V k, o -0y.120, decarece sirul (o) est

rezulta ci

SM((}!‘.H+1*C(,“1

Vom aplica acum teorema 1.2 FievVe>0

0"‘n+2)sn +1

+u,n’

+2un+2+ "+an+p—1u‘n+p—l

Otn+21 *a T l(xnd-p—l

Oyl

iarz+1un+l+

—(In+2+...+0£n+P_1—0£n+P

un rang N(e) astfel incit ¥ n = N(e),

<.t de01 V r
Oyl oM

21, deci |0, 1 Hpe1t T

: conform ipotézei, JM>0,

-0

+ O

II. Serii numerice

Yu,o serie numerici avind
113

gir (@) ., de numere

cu limita zero (se mai scrie o, 10), sena‘

|s, | <M,

+a‘n+p n+pl 1

Sn+1)+

1)1‘

<
+ "+(0"n+p‘1_an+p)sn+p—1+an+psn+pl

n+pl + lun‘i‘pl)'

descrescitor. Va

| <
ntp

Jz;p)

=2M0tn+1.

fixat. Deoarece o, ,,— 0, existd ,

ump\ 2M'_1'E_

n+p

Conform teoremei I1. 2, rezulti ci seria z o, este C.

?’

de numere reale pozitive, cu limita zero. Atunc1 geria

Y«

nz0

n=0

-1 )0, =0 = Oy + Olg — iz *

DEMONSTRATIE. In criteriul lui Abel IL 3. ludm

COROLAR 1. (ériteriul lui Leibniz). Fie o, J, 0 un sir moneton descrescator

alternata

.. este C.

i

i
1
i
)

2. Serii de numere reale gi pozitive 41

partfiale 1, 0, 1, 0,... este mérginit.

COROLAR 2. Seria armonici alternats

1—l+i—i+..este0;
2 3
de asemenea seria 1—__ i—_l_+... este C.
3 5 7

DEMONSTRATIE, Se ﬁe‘lplicé direct criteriul lui Leibniz.

Definitia I 2. O serie numericd Y u, se numeste absolut convergenti
nz0

(AC) daci seria de numere reale si pozitive Y. {u, | este C.
. nz0
Orice serie AC este C, aga cum rezulti din inegalitatea

Iun+1+...+un+p|51um1|+...+|un+pf,

aplicind teorema II.2 de doud ori. Reciproca este falsi, asa cum arati
exemplul seriei armonice alternate, care este C dar nu AC.

2. Serii de numere reale si pozitive

Urmétoarele eriterii de convergentd sunt cele mai utilizate.

. LEMA. O serie de numere reale si pozitive este C & girul sumelor ei parlnale
este marginit.

DEMONSTRATIE. Este suficient si observim cii sirul sumelor partiale este in

acest caz monoton crescdtor; pentru siruri monotone, convergenta este
echivalenti cu mirginirea.

TEOREMA II. 4

Y Uy,

R20}

(criteriul de comparatie cu inegalititi). Fie
Y v, doud serii de numere reale i pozitive astfel incit 3 N natural
n20

$iVn2N,u,<v, Daciseria Y v, este C, atunci siseria ¥ u, este C (deci
nz0 nz0

B daci seria ¥ u, este D, atunci Y v, este D).
u,={-1 ¥ girul sumelor

nz0 nz0
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i . Serii de numere reale gi pozitive
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|
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DEMONSTRATIE. Modificind eventual primii N termeni ai ambelor serii (ceeace ‘
. . . ) P regultd cd dacd seri . ,
nu modifici natura lor) putem presupune ca u, <v, pentru orice n 2 0. Fie | seria ¥ u, este C, atunci seria Y v, este C. Astfel, cel
. : nz0 = . . cele
i doud serii i : . B
S, =Ug+ Uyt et Uy E=Vp ¥l T + U, oud serii sunt simultan C (si ca atare, simultan D).
deci 0 < s, <, pentru orice n 2 0. Dach seria Y v, este C, atunci girul ¢,) EXeMPLU. Seria T Bn? a1
=0 ‘ ) ; . Seria este D g . .
- A 2% om , deoarece are aceeagi naturd cu seria

este convergent deci mirginit, deci sirul (s,) este mirginit §i conform lemei

anterioare, seria ¥, u, este C. ¥ l; intr-adevir, notind z_ = 5n2+1 ., 1 -
nz0 . i . azl n n 3 $l Un,_—', I'eZlﬂta
P n*+9n n ‘
Fs
ExXEMPLU. Deoarece . . lim Eri -5
1 1_{1Yy . o e ' o= Un
T < = = [’5 pentru orice n = 0 §i sena gi aplicim teorema II. 5.

Un criteri i a
eriu suficient de convergenta, de asemenea util, il constituie:

e
n=0 [_2-) ' -
oste C, conform teoremei II. 4 va rezulta ci gi seria ‘ ‘ : TEOREM? IL. 6. {criteriul integral al tui Cauchy). Fie f:[1, =) SR, 0
1 este C. : “ functie monoton descrescitoare, cu valori pozitive. Seria '
nzo 2%+ 5" - L n
3 nzZ:l fin) este C & girul v, = fﬂag) dx este convergent.
1

a limit®). Fie Y, ,, 3 Un|
_ e300 220 L DEyMONSTRATIE. Not
: ) [: E. otam = - '
t 84 existe limita i 8, =D +f12) +..+fln). Deoarece pentra orice

TEOREMA. II. 5. (criteriul de comparatie 1

' doud serii de numere reale si pozitive, astfel tnci
xelk-1,k], k22 avem flk) <fAlx)<flk - 1), rezultd prin integrafe ‘cé.:

. ., .
I=iim ZinR
n->00 Un,

a) Daci v este C, atunci si- Y, u, este C. : < ' :
b) Dacs [ # 0, atunci cele doud gerii au aceeagi natura. tnsumind ] ‘ _
umind aceste inegalitdti pentru % =27, va rezulta inegalitatea dubld -

) Conform definitiei limitei, existd N natural astfel inc

DEMONSTRATIE. a n
f2)+.. + < . .
+..+fin)s 1Jf(x)d(x) AL +..+An-1),deci s, ~-A)<v, <5, ;.

. Putem aplica teoremaIl. 4.

u
0<_" <l +1 pentruoricen 2 Ndeciu, < +1v,
i

v

Daci seria

1’17»_} ‘ Y} An)

n

lica rationamentul de la a) pentru girul
. nzl

b) Dacid [ =0, se poate ap

n '
est i \'{
e C, rezultd ci girul (Sn) este con ergent deci este marginit' deci (v ) este
) n

METEE s fii -
_ ginit si fiind monoton cresca_tor, {v,) este convergent. Reciproe, daci sirul




;
[
i
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(v,) este convergent, el este mérginif gicum 0S5, Sv, + A1), rezultd cd sirul

(s,) vafi mirginit si aplicind lema de la inceputul acestui paragraf, seria

Y fin) rezulta C.

nzl

|
i
|
i
|

COROLAR. Fie o> 0. Seria armonica generalizata :‘
TR SIS SO
nz1 n” 2% 3% n®

5 marelui matematician german B. RIEMANN, 1826-1866) este

1

+ ., + ..

- l +
(numitd gi seri

C dac# si numai daci o> 1.

DEMONSTRATIE. Se considerd functia f:[1,) > R, flx)= _.1: care indeplineste
‘ x

conditiile teoremei II. 6. fn acest caz,

1
o-1

n :
v, = J-f(x)d(x) = (1- Ly pentru o # 1

1 net .
si v, =Inn pentru o= 1 deci sirul (v,) este convergent dacH si numai dacd |
o>1.

3. Criteriul raportului si criteriul radacinii -

TEOREMA 11.7 (criteriul raportului;
E u, o seriede numere reale sau complexe nenule §i

nz0

u Uy .1

22, b=Tm|

n

a =lim|

n

este D, iar daci b < 1, seria Y, u, esteAC. |

Daciia > 1, atunci seria Y, 4,
nz0

rnz0
DEMONSTRATIE. Daci a > 1, atunci conform teoremei

u .
|_:L_*_1| >1 , adicd |u,.1]> ju,) - Dea

n

_ rang incolo avemn

lim |z,|>0 sica atare, limu,#0 .

n - n—»eca

J. D’ALEMBERT, 1717-1783). Fie

I

1.4 rezulti ci de la un

3. Criteriul raportului si criteriul rédécinii
: 45

Conform teoremei IL.1, seria ¥° u, este D.
nz0

»

Pr & i l
esupunem acum cd b <1 gi alegem v astfel incit & <v < 1. Conform

un+1

teoremei I. 4, rezultd ci existd un rang N natural astfel inett | | <
<v

pentru orice n = N. Atunci '

luy, 1] Svlu u £ 2 i s
il lunls ey, ol Svluy, | <viuyl s |t 5 S0 M uyl
pentru orice £ = 0. Seria

>

hz0

| v*|uy| fiind C,
aplicind criteriul de comparatie II. 4, va rezulta c4 seria Y |uy, .l deci
N+ [

1
k20 ?

. seria )’ |u,| este C, adic seria Y u, este AC

nz0 30

In practica se aplici tn mod curent urmatorul

COROLAR. i |
Presupunem ci pentru seria Y u, d
. U ¢ numere reale sau
n=

. complexe existd limita

Upea

uﬂ

Daci I < 1 atunci seria este C, iar daci I > 1, seria este D

{=1lim |
n— o

. EXEMPLUL 1. Seria 1. 4,1, 1
; - — =1+ 1 -,
X r§0 oy + 1T + El- F..0t _n_! + ... este C’ deoarece punind
!’,.’Jn=_i1 avem lim|un+1|=1im 1 —0<1
n e I nowh+ U<t

n

Sum i serii 3
=, a acestel seril este egald cu e, aga cum se stie din liceu

; EXEMPLUL 2. Fie seria Z a” , aeC, Notind « = .
. " opz1 4dn -1 n_4n2-1’avem
. u )
lim |22 | = fq
Cne U '

n

 Dacs i i
- la|<1 seria este C, iar dacd |a|> 1, seria este D. Criteriul d’Alembert
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nu are forta de a decide natura seriei in cazul ¢ind |e| = 1. De exemplu, daca

@ = 1, atunci se poate explicita (caz fericit 1) sirul numerelor partiale sau se

1 .
obhserva ci geria are aceeaf.;‘.l natursd cu seria Riemann E — deci C. In cazul
nz 1 1

o = —1 seria rezultd de asemenea C, aplicind criteriul hui Leibniz.

TEOREMA II. 8 (criteriul radicinii; CAUCHY). Fie Z i, O serie numerici

nz0

(in R sau C) i !l =Ti'ﬁn\/ |u,| .Dacdl < 1atunci seria este AC, iar dacd I > 1,

geria este D.

I
|

DEMONSTRATIE. Dacd [ < 1, atunci putem alege g astfel meit I<g<l |

Conform teoremei 1. 4, multimea

{neN | n\jlunl >q} este finitd,

n 2
deci incepind de la un anumit rang, rezultd ci y |u,| g adicd |u,|<g". Cum |

0<g< 1siseria Yy, q" este C rezult# cd seria Y, |u,| este C.

nz0, nz20
Dacii I > 1, atunci din nou aplicind teorema 1.4, rezultd ci multimea
o .
{neN | y|u,| >1 esteinfinita, .

adica

converge citre zero gi ca atare, seria 2 u, este D.

nz0 |
L
, a>0.

Notind cu z, termenul general, rezultd
an+l g
n+2

an+1
n+2

FXEMPLU. Studiem natura seriei Y.

nzl

Daci a > 1, ser

n+1V
K, =

Comentariu. Daci [ =

converge citre l # 0, deci seria este D.
e .

1 in corolarul teoremei 11. 7 sau in teorema IL 8, atunci nu

]itn1 > 1 pentru o infinitate de indici n; dar atunci girul (z,) nu poatef:

ia este D i dacd e < 1, este C. Pentru a = 1, termenul general

4% T PR

dacd L > 1 seria este C gi dacd L < 1, seria este D.

Ce b S TR A

4. Proprietiti speciale ale seriilor numerice
47

poate trage nici o concluz1e De exempl
plu, pentru ambele serii E E se
— se obtine
[ =1, una fiind C sialta D, | e t
, sialta D, In cazul I = 1 se poate folosi urm#torul criteriu datorat Iui

RAABE: fie o serie Y u, de numere reale pozitive astfel incit s existe

nz0
u
2]
- 1 R
Upa1

L=limn
H— e

Y

4. Proprietati speciale ale seriilor numerice

TEOREMA IL. 9 (DIRICHLET 1805- 1859) Fie o serie numericd Y u,

n=0p

- presupusi
p 1; AC cu suma 5. Atunci pentru orice permutare a termenilor, seria
. nouo finutd va fi convergents, cu aceeasi sumj s.

/o
¢ {de fapt u, = uy,, unde 6: N— N este o aplicatie bijectivi). Fie (s,), respectiv

/ . . i3 S
| (s',) sirurile de sume partiale in cele doua serii considerate $i €>0 arbitrar
fixat. Atunci existd N = N (¢) astfel incit Vm >n 2 N,

E |u |<— §"1 FS“SN|<—-

i=n

Alegem M natural a inct |
stfel incit pentru m = M, s" s continé termenii

Uy, U, .o i
D Ugs wooy Uy §1TIC Uy g sty i, ce11a11:1 termeni din suma s . Rezulta

[N gy + o F Uy 1S [, |+t Juy g | <

: de . ! _ £ .
 deci [s,, - syl < 5 pentru orice m = M. Ca atare

/
5 - < - / £
ls~s,1<]s SN!+IS,,I—SNI<_2.,+%=5 pentru orice m 2 M deci

. !
lim s,,
m— oo

=8,

Comentari ;
- A il
A 1. Teorema IT. 9 aratd ¢3 seriile AC au proprietafi similare sumelor finite
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Un rezultat carecum neaste
il constituie

TEOREMA II. 10 (RIEMANN). Fie o se

AC. Atunci pentru orice o, B & R-cu

ptat, care deosebeste in mod vadit seriile gi sumele finite

2zl .

astfel incit pentru seria nou obtinuti

Iy N . /
S a,sd avem lims, =0 § Tms, =B.

nz0

DEMONSTRATIE. Notdm p, =

Rezults ci seriile Y. Prs Y n

nzl

nel

Y a, este C)-

nz0

sunt D (deoarece seria

" Fie Py, Py, termenii strict pozitivi din seria

si @, Qo modulele termenilor strict negativi, €

Seriile Y P, si 3, @, se deosebesc de

20 nz0

puli, deci ambele sunt D. Alegem o,
n 2z 1 si sirurile de numere naturale (m,)us0 Bz

. P1+ "+Pmn>B0
P1+ ..+Pm0"Q]_"..-—.Qku<0ﬂ1
Py+..+Py —@Qy " Qp, t - ¥ P,  +w+Pp> B
Py+... +Pm(, Q- Qk(, + +'Pm,,_1+1 MIRTE Pm,l - Qk"_l T T Qk,, < ‘
etc. )
Considerim acum seria ;
Pi+.+Py @i~ - Qp * o ¥ P, v1t* P, - @ _eit o Qp + - |

Daci x, este suma ei partiald care se ter

>

nz0

— o sl

rie Y, a, de numere reale, C dar nu |

o < P existd o permutare a termenilor

I, Serii numerice

n20

Y a,,in ordinea in care apar
nz0 ¥

nz0

B, — B cu o, < B, pentru orice

o astfel incit:

Y, la,| este Dsi|

ot in ordinea in care apar.}:

P, Y, g, doar prin termenii}.

mind cu P, siy, este suma ‘g
i g

. deciseria Y, jw,| este C,iarseria Y, w, rezulti AC. Aplicind teorema

4. Proprietdti speciule ale seriilor numerice
49

partiald care se termind cu -@, , atunci |x,-B,|<P, si|ly,-a,/s@;
" L - t

pentru orice n > 1 natural deci x, — s . )
teorema rézulta. » = B y, = 0. Alte puncte limitd nu sunt gi

COROLAR. Din orice serie de numere reale C, dar nu AC i pentru orice

t & R se poate obtine prin permutarea termenilor o serie avind ca sumé ¢

TEOREMA II. 11 (MERTENS). Fie doud serii } u,, ¥ v, denumere reale

| nzd n=0
sau i i
au complexe, presupuse AC (deci si C) cu sumele s, ¢ respectiv. Se noteazi:

Wy, =Hgls + = i

R UQUR F LU, g+ . o= Y. ww;, pentru orice k = 0,
20 '
Prj=h

Atunci seria W, = ;
b= Ut + (gl + 1 + .
sz:o p = Wglp + Uy ;Un) (tguy + uquy + Uglp) + ... este AC giare

suma si.

: o . e e
igrnfl(;N.S'léRAf'l“IE. S84 observim mail Intii cid pentru orice sumd finitd o de
ni de v existi inct i

terment de S_rma up; existd N natural astfel incit prin inmultirea sumelor
N=Uot Uyt + Uy, Iy =Ug+ Uttt Uy, SA se obtina" tofi termenii
considerati in ¢. Atunci

al< U .

61<X Jug;ls ¥ >

0<ij<N 0<ij<N

luw;| = lu; | |v] =

N . N o .
|5l [ X 1ol <] 3 el [ T |
(=0 J’=0 i=0 J=0 J

De aici rezulti cd toate sumele partiale ale seriei Y, |w,| sunt mirginite
k20 :
1.9

?

20 E20

suma seriei i inatd, indi
Y} w, este bine determinat3, indiferent de ordinea in care sunt

k20

con . . LERPY - ‘
siderati termgnu ei; in particular, aceasta se poate obtine ca lim syfy =s¢
A N °°. ’ )

EXEMPLU. Seria Y gt=1l+g+g?+..+q"+

nz0

este AC pentru |g| < 1, cu
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50
suma . Atunci
1-g
1 - i q® i q" |=1+2q+3¢®+..+ng" '+ .., pentru lg} <1
(1—q)2 n=0 n=0

TEOREMA IL 12 (CANTOR). Fie (a,),s; un gir de numere intregi = 2. Atunci

ce numir real o se poate reprezenta, in mod unic, sub forma:

ori
u=60+2
i=1 @090

C;

b

unde ¢; e N,0=¢; 50, ~ > 1 pentru orice £ = 1 si ¢; < a; — 1 pentru 0 infinitate

de 1nd1c1 i

DEMONSTRATIE. incepem cu urmatoarea

o a - .
LEMA. Avem Y. i =1 pentru orice n 2 1.
iT1 Cp1Qpe2eOnai

- -1 1 :

Avem wer”d M_+ + Gnrk =1- g1
el ke
8pas1 T s 18y v 2 a’n+1an+2"‘a‘n+k Q1042 n+k

1 1
ice j deci <

) i a2 ntru orice j deei 0 < < -,

lema.rezultd, observind cé a; = 2 pe J AT o

1 e
gi ca atare, lim =0.
PR Y ¢ SO PR S

ici] deci unicul intreg astiel incit
- ¢, si prin inductie,

(1

Trecem la demonstra‘pla teoremei. Fie ¢ =
cgsa<ey+ 1 Definim o, = & — €y, €1 = [y 04}, Og = @104
= ; iz 1.

c; = [ai(lg] : ; pentru

O = @0~ C

De aici rezultd cid (2)

0=q <1pentruizl,

de unde 0 < a,; < @, iar din definitia numerelor ¢;, 0 = c <aq;, - 1.
Pe de altd parte

‘31 Oy €y Cy O3 _

+ :CO-I--___-I- + = .
aq a; G0y Q183

oL=ey+ 0y =Cot
0¥ ™ A

- Notind x, =cy +

4. Proprietdti spectale ale seritlor numerice b1

13

C. v . . 1 A
: 2l < = decix, — o

,rezulti 0o -x, = -
ay...q, 2

izl @189...8;

si astfel se obtine scrierea din enunt.
Aritdm acum ci pentru o infinitate de indici  avem ¢; < @; — 1. Dacd prin
absurd existd IV astfel incit ¢; = a; — 1 pentru orice i > N, atunci

N = o; -1

o =co+ E =
i=1 @y. i=N+1 a'la'2 -a;
N ‘ -
# ¢; 1 ay,;i~1
=Co+’ z + -
i=1 @1--@; Q185,05 i=1 GN. 10N
N ‘
¢, 1
=C0 + Z g + 5
L i=1 al...ai alaz...aN

conform lemei. Ca atare, rezultd ed oy, ; = 1, ceea ce contrazice (2).

Stabilim in fine unicitatea scrierii din enuni. Daci
w b.
_ i
U=bg+ Y
i=1 alavz...ai
cu b; avind proprietétile cerute, avem de ardtat cd b; =¢; pentru orice i € N.
Cum &; < @; — 1 pentru o infinitate de indici, rezultd ca
_ <1,
i=1 AqQs...4;
si

conform lemei deci b, = [a] = ¢;. Dacé existd n 21 astfel incit b,=c¢

n

notéim cu N cel mai mic intreg cu aceastd proprietate. Dacid am avea de
exemplu ¢y > by (cazul ¢y < by se trateazd similar), atunci ¢y — by =1 g1 ar

=

¢, i b, . .
rezulta } =y ' si cum seriile sunt AC, rezulti
j=N Uq..8; -N Qp...0; . '
bi-g _ ey~ by > 1
feN+1 alaz...ai alaz...aN alaz...aN

Dar pe de altd parte,

TG i\ ;-1 1 i\ an, -1 _

i=N+1 @3C2..0; @105 QyNi-1 AN v1--ON 4§ .

(confdrm lemei);
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am folosit faptui ci pentru o infinitate de indici i avem b;<a; - 1;

contradictie.

COROLAR. Luam ¢, = g 2 2 intreg, pentru orice n = 1. Atunci orice numdr
real o se scrie unic sub forma -

-0L=c0+z c;,q %, &)
i=1

undec; € N,0<¢;2q - 1 pentruorice =2 Lsi¢; < g - 1 pentru o infinitate de

indici i. . i .

Se obfine astfel reprezentarea oricirui mumir real in baza gq.
Demonstratia teoremei I1.12 contine si algoritmul de determinare a cifrelor c;.

EXEMPLU. Pentru q = 10 se obtine scrierea pozitionald zecimala, uzuald, a
numerelor reale. De exemplu, numsrul o = 38,487... este suma seriel
38 + 4.107" + 8.107% + 71072 +... Pentru q = 2 se obtine scrierea binara. De

. exemplu, © = 3,14159... se scrie binar astfel: ‘
k34021 +022%+1284+02%+02°+12°%+ ... =11,001001...

Comentariu. Fie q = 2 intreg fixat §i o > 0 un numdr real, cu scrierea (3). in cazul

reprezentirii cu virguld fixd, se fixeazd u locatii pentru partea intreagd

(presupuse suficiente) gi v locatii pentru partea zecimali. Atunci o este tnlocuit printr-
) P

+ =
q g’

numsrul o se serie sub forma o = aq”

o aproximare & , o= 0] eroarea absolutd este

1 1

+..%2(g - 1)'[_.___1+ 1
g’

1

1. .
v+ qu+2

q0¢1

e -&l=¢,.1-

in cazul reprezentirii cu virguld mobild,

cu conditia de normare i <@ <1 (pentru ca mantisa a i ex;lmnentul intreg b si fie unic
7 :

ge fixeazd ' locatii pentru mantisd i v’ locatii pentru exponent (pentru
u’, v’ reprezintd o caracteristicd a sa). Reprezentarea in virguld
mobild permite o lirgire a diapazonului de numere care pot fi supuse procesului de
caleul, De exemplu, fieq = 10, u = 3v=2,uw="Tv=2Dadia= 23,7564389, atunci
reprezentarea cu virguld fixd corespunzitoare este &=23,75 iar reprezentarea cu

determinati) g
fiecare calculator, u, v,

virguld mobili este & =0,23756-10%, Dar pentru o = 300.000, reprezentarea cu virguld ¢
seriind o = 0,310 este suficient un registru cu v’ =2, v’ =2; la &

fixa nu este posibild;
fel pentru constanta lui PLANCK h= (),6.10':33 Js.

5. Calculul aproximativ al sumelor de serii

Fie o serie convergentd de numere reale Y, @, avind suma s necunoscuti.
nzl '

EEE

AN

5. Caleulul aproximativ al sumelor de serii
53

.
n

s, =a i i3 g A0 eror

n = Qg+ @y + ... +a,, fiind utild $i necesard o evaluare a erorii absolute
_|s -s,|. Indicim doui cazuri elementare unde aceasta se poate realiza
8pin

a) Presupunem ci existi N > I intreg si & € (0,1) astfel incit | i<k

all

> i ‘
. Vn2N.AtunciVn 2N, |e, . | <kia,|, la,,,|<t|a,.,| <k2|a,|,... sinotind

cu r, sum iei’ itd si ‘
" a seriei® a, .y +@,,,+.. (numitd gi restul de ordin n al seriei
initiale), avem s = s, + r, deci |
k
. 1-%
acd s A ! i i i
cé se cere sd calculim s cu aproximatie (e > 0 dat), atunci se determini

ls=sul=lrul<la, |G+ k> +R%+ )= a,|

M natural minim astfel incit ¥ 2 N si |a

- i
. < £ pentr"u n = M, aplicind

formula aproximativi s =qa;+a, + ... +ay,.

ExEMPLU. Calculdm suma seriei Y 2n+l cu aproximatie 1072, In acest ca
_ nz1 n°n! ' >
- 2n+1 < Opan 2n +3)n®
a, — deci Zne1 o { - )n ; e observi ci Gnar o 1
n! 2,  (n+1)(2n+1) a, n+2
Deci péntru n>davem [Tl 1
ent i_ﬂ,:-l___g 51putem1uaN=4,k=€. Pe de alta
parte, inegalitatea |ea, | lkk <107 revine la 22*1 i 1 gl are loc
: o - n®nl 5 1000
pentru n'> 5 i ca atare putem lua M = 5. Deci suma ciutats este
. _ 3 5 7 9
sy = . . 1
T ST P TRV i

b X '
) Presupunem ci (an)n2 o este un sir astfel incit a,l0. Conform

LEIBNI E - = - . e t



IT. Serii numerice

C;fiessumaeisin, = Yy, (—1)"‘ak=sfsn.Vomarétacélr'n[Samlpentru
k=n+1
orice n =0 [intr-adevar, se observd ¢a Vk21, n =0,
‘ . . % . A
PR MU -1: MO R R L (1 e, g, v (G L Cprpe1S0ne1 L facind

B—sos, Gy, 8na2S(s -1p*r <a,,q decl \r | <a,.; pentru orice n20 1.
Agadar, aproximind s cu suma parpala s,, eroarea absoluti este egald cu cel

mult modulul primului termen omis.

iei alternate 1- — 1_ _1_ + ... cu eroare

ExEMPLU. Calculdm suma s & SeTl ;
gt 5t T
1074 Aicl @, = ——— gi alegem n 2 1 minim astfel incit «, .15 — L adies
(2n + D* : 10
4 4, 5 : _ 1,1 1
(2n + 3)* = 107 se gaseste n = 4. Atunci s=s,=1-—*—~ _— ~0,08883.
34 54 74 .

6. 10 exercitii

cii seriile urmétoare sunt D

f) b)zln

nzl

1. S se arate, explicifind 500

A Y (art -

nzl

9. S4 se calculeze sumele urmitoare:

a)z

n-1

n +2n+5

E4n_ _C)E

n(n + 2)

I Ly
Jn + (-1 Jn

Sa se arate ci him 20 =1, dar serille Y, @,
nz2

3. Fie a, =

n— e Oy n=za

contravine astfel teoremei I1. 5 7

n>2. 84 se arate ci a,—0,

____.-——-
2

\'/'I;+( 1P

.. este D SBe contravme criteriul

4 Fie a,

fto — Gg + Gg — 05 F ui lui LETBNIZ ?

Ty

H:
44

¥ b, nu au aceeagi naturd; st

totusi seria alternatil -

54 se arate cid

- a)

6. 10 Exercitit
55

5. 1% Folosi iteri i DY
olosind criteriul lui IYALEMBERT, s4 se studieze natura seriilor:

v’n +3.
a) ¥ 2 b)E_,)E_(uER)d)E_(aeC)

nzl
nzl N nzl
2° A 3 o
plicind criteriul réidicinii, si se studieze natura seriilor:

On+1 T

nzl 2n +3 ]

6. Sé. se arate ci pentru orice g \Y 1m ﬂ([ I L
1 a”_ > 0, avem llm <1
‘ i <hmya, <
—_— r— 1 n - m—— .
;. Sé se arate ci Senlle E E ( 1) (n 1)

nzl N nzl n

8. 54 se dea e i |
xemplu de o serie ¥ a, D astfel ncit }° -a,‘rf sé fie C gi de o serie

nzl nzi

Y b, Castfel incit ¥ b2 si fie D.

nzl n=l

9. 58 se scrie | r
e In baza 2 numerele 100; e; o = 25,43 indicind primele 4 cifre binare de

dupi virguld.
1 m " 1 (m+1
m+lim+1

m+2km+2

SENERS

INPICATII SI RASPUNSURI.

10. Fie o, =

f
J pentrum 2 1, n'2 1 intregi.

'

;)a) 5, = \/n+1 — e, b) s, =In{n +2) - .
eci girul (s,) nu este convergent (desi are Hmits)

2D
Jescompunem termenul general in "fractii simple"

an=£_1__ 1 1
ol ) sn=a1+a2+...+a”=_[ L1001 1 L3
2 2 n+1 n+2 I
D) a, = 1( 1 1 111 1
= mlm— T b ST |-
2\2n-1 2n+1) " 2[1 2;;1}’7



56 11 Serti numerice

- - 1
n§-:[) Tﬁ

e—1+_}_ .1_+
11 2!

c n(n‘1)+3n+5$§ nin - 1) E

n! n-2 T

+5§:
n-

L 1 =1 - 1
= = _+3 - _+5 __=e+3e+5(eﬂl):9c'—5.
E (n—-2)! ?_:1 -0 .o n!

poi seria Y. (b, —a,) este D

nz?2

3, Seria Y b, este C, conform criteriului Jui LEIBNIZ; &
o nz2
deci seria Y, @,

nz2
numere pozitive. Deci condifia de pozitivitate in enuntul teoremei IL. 5 este esentiald.

este D. Nu se contravine teoremei I1. 5 peniru ci &, gi b, nu sunt

4. Sirul a,, nu este monoton descrescator.

5.1% a) C;

11 . .
O JEARIES 1 .1 deci seria este C;
u, e

c) LI_LL’_*_.I.] —la]. Deci dacd lee| < 1, atunci ceria este C; dacd |a| > 1 seria este D;

n

dacd o = 1 seria este D i dacit

Brrl JEJT _, 0 deci seria este AC pentru orice 0. € C.
Lo+

o = —1 seria este C, fiind seria armonica alternaté;

N

29 a) lim

=32

\ ful = hm 2nr 17 < 1 si seria este C;
On+3 e

b) T | |u,! =Tm{3 + (-1 e} =3 ju|. Dacd Lot <% seria este C si dacd || >_§., seria

este D. Daca o.= j;%, seria esb rinde cétre zero.

e D deoarece termenul general nu

6. 54 demonstram inegalitatea Tim \} a, <Hm-——-

an a“

atunci evident Tm \f <qg. Dacd a <+, fie b >a, avem Zu4l ¢p pentru 72 N,
ail

deducem ay, ,S b ey

de unde Tim \/a” <b, ¥V b>adecm \/a” <a ete.

[
|
|

LS. F1ea o el dach o = 4o

Vp>0 de unde a, < ay bNB", n 2 N sideci \fa,l<\!avb N .,

Anexi la lecfia a II-u
] . .57

5— §i IL';JFIH < 2

n? n 2

.«51 se aplicdl teorema I1.4.

| 1
i 8. Putem lua o;,,=;; .b”=(—1)”—‘1'“
: . : n

L9, 100 = G ) 2 5
‘ 29+ 2%+ 2% = 1.2°+ 1.2° + 0.2 + 0.2° + 1.2% + 0.2! +'0.2° = 1100100;

, e=2,7182818 =121+ 0.2+ 1.971+0.272+ 1.2%+ 1.2 + <TI0, I0IT
D =12t 4123409240214 1,2940,2 195094 T
+0, +;).2 +1,2040,21+1.22+1.2%4 0.2+ ... « TIOULUTIO.

10. Pentru orice m 2 1 fixat, avem
» il n “'V )
1 Z By = z m _ 1 Z m+1 ”... m
+1,l 1lm+1 m+2, 9 \m+2 s

B> {E a] D [_n

e mrl mo1 \m+1

B = 1 { m Jn
T ,
m+1lim+1

n= n-1 1 21’! + 1

: i p

Foin gelleral ntru un Il dil]] u 'IIllt (le nuniere reale sau con ’exe a ) avem
l{ mn v

. omoon n HL

mx1 deci

_m+1)__ 1, -
el pe de altd parte, V n = 1, fixat, notind

E (bm - b

m-1

avem ¥ 4=
m=1

b= X .
"“1)’61‘,—~ §1 ca atare,

2:+1

3 exercitiul. Se poate arita ci are totusi ii
'. et o toan 11 usi loc pentru serii duble absolut convergente, in

ANEXA LA LECTIA A II-A

Semnale discrete

Se nume e 11 pe care este (|l3| Illié 4] [elai]ﬁ dE! [)i(lllle
gte mult]me tlmp OI‘IC m ].L ‘

. 1nie S e

N Edﬁ ! < " elementele ].ul S 8 numesc momellte

EXEMPLE inc =

| S este un mt.:rzvl;g - ‘_0’1:2..._} sau 3 < Z, se spune cd timpul este discret. Daci

Daca § = (¢ <t 7 Setsp}un,e cd timpul este continuu (sau mai corect, continual)
$ ={fy<ty <... <ty! este o multim it ’ .

tl.tnp finit. time finitd de momente, se spune ci avem un

Daca 3 est

¢ es. nuslnea:u]in?(lf)lme timp, orice functie £ 3 — C se numegte semnal; pentru
seminale discrete se numegte egantionul lui f la momentul £ Se pot cons Cg'lce
) , continuale sau finite, dupé tipul mulfimii de momente. Deﬁlnz’:i




58.
anterioardi este totusi restrictivi, deearece nu cu
semnalelor aleatoare sau a

ExeMPLUL 1. Treapta unitate

0 daci t<0
hRoR, )=
1 dacd t20
(notatd cu i dupa numele inginerului engl

esantionare

(sint)fz dacd t=0

sa: RoOR, salt)= B
1 dacd ¢

sunt exemple de semnale continuale.

ExEMPLUL 2. Orice semnal di

sgantioanelor sale. Treapta

Pentru orice k & &, inipulsul discret unitar la mome

definit prin

0, n#
ak(n} =
1,

Vom nota cu S, mulfimea semnalelor discrete s =

6=, 1€ Sd,deﬁnimszt@xn=y“,‘v’ne Zys+t=

prinde cazul impulsurilor, al
1 semnalelor multidimensionale (timagini).

ez O. HEAVISIDE, 1850 - 1925) gi functia de ;

scret s:Z — R se identifici prin sirul (s(n)), <z al

unitate discretd u este definitd prin w(n) = §:
1 nz20;

ntul k este semnalul discret By i

k
: se noteazd d =dg.

II. Serii numerice

it i g e

=0

L

t

0 n<0 ]

AN, e

x

(x),.g cu x,€C Daci
(xn + yn)n c? gihs = {lxu)uezﬁ

pentru orice heC. Semmnalul

nul are toate esantioanele nule.

Se consideriy |

urmitoearele clase particulare de gemnale discrete:
8, ={s=@ ez % =0 pentru orice n <0} (semnale cu suport pozitiv);

I!1={SES+ | seria Y. |x,| este C}; 12={SES+ | seria ¥ |x,}? este C}.

nzd i nzl

TROREMA. Multimile 8y, S, I #i I, sunt spatii vectoriale peste C, relativ la operapiile.

s + £, As (A€ ©). Totodatd au loc incluziunile [, ¢l = 8, < 8y
DEMONSTRATIE. Faptul c& S, este C - spatiu vectorial rezultd direct din definitidg
notiunii de spafiu vectorial. Apoi ap
s+t si As apartin la S,, deci S, este i subspatiu al lui 8, Apol dacd s = {x,},50 9 '
t=(y),s0 apartin la Iy, atunci aplicind inegalititile |x, +¥, i< |zl + vl 8
criteriul comparatiei, rezultd ca seria T fr, + ) este © decis + ¢ € [; evident, A5 €l
nz0

pentru orice A& C deci [, este subspatiu al lui 8, .
Sa presupunem acum cd S € I,. Din inegalitatea {x, | ~ ly,)* 20, rezultd

licam criteriul gubspatiului. Dacd 5,2 € S, evidenl

Anexii i lectio o II-a :
58

Elxuynl este C §1 cum

1
|xnynl S-g(lxr:lz + Iy“|2) deci seria
nz0

x +y 2= 2 2
|50 + 3 |= = [y + 3, 05 < | + 2],y ,] + |¥,1%, rezultd ci seria E z, +v,|% este C
i s
nzl '

if;\dma .s +tely, Dacd sel, si AcC, atunci evident Asel,. A rdmas de dovedit

incluziunea [, < l,; intr-adevir, dacd s € I, s = (x,), atunci x mad deci girul este

- . » " .

mirginit deci 3 M > 0, |x,| < M pentru orice n 2 0. Atunci |x,|> < M |x,| deciseria ¥ |x,|?
n

este C §i ca atare s € ;. "

Comentariu. Spatiutl este. enerali i i
vali N o 1 . o N
9 z zarea directd infinit dimensionals a spatiului R*;

 unctul P N
punctul (x;, xy, ..., x ) € R" se identifici prin semnalul s = (x;, %5, ...; x,, 0, 0 0) care
i %, 0,0, L,

apartine lui I, -Semnalele s = (x,), , ; din [, se mai numesc semnale de energie finit4;
. 2 ’
numdérul real si pozitiv [s] =| Y. |x,[?
n-Q
s ={x,), t = (y,}, atunci se defineste produsul scalar:

3

se numeste energia lui s. Dacd st e iy,

<st>= E xny_u-
’ =0

Inegalitat yogd 2 2 ia di
& ea |x,v,|< E(l:t:n| + |¥,|%) arati ci seria din membrul drept este AC deci C.

O operatie importantd o constituie cea de convolutie.

Definitie. Dacd s = ( i =
. Xphso $1 T = su i :
. ‘ niz0 (y,,_)“zﬂ nt semnale din S,, atunci se noteazi

zug.g:xky LE=X +X -+ . ‘
o Wy F XY 1 F -+ ZgYg, Dentru orice 2 2 0; semnalul s+t = (z
ntiz0 S€

f‘-‘}m“-ﬁte con\lrlolutia semnalelor s gi £. Convolutia se poate defini si dacdi x,y € S, in
E ipoteza ci seriile z, = > xpyu_psuntC,Vnel , ’

keZ

‘Proprietitile principale ale co iei
{ nvolutiei sunt urmé :
a) Daci se consideri seriile formale rmatoarele:

3 X" =g F A +xgu’ Y
" o Aolk =+ ... "= i i
P 1 3 ; nzoy"u Yo+l + yu? + ... asociate lui s si ¢

- respectiv, atunci produsul acestor serii va fi

(3 %"y Yutt M) =gy + (ogyq + XYoIu + (K + XYy F Xyl + . =

nz0 w2l
=Zg+ 2+ 2l + i i i
b)_P 0+ 2 2 ... §l aceasta este focmal seria formald asociatid convolutiei s+
D) Pentru ori i '
orices € S, avermn d*s=5 §i s+8 =s.

-.~ )‘Mlﬂf‘lm a S est un i
e e € 1 lnel comu ‘;at,]_\’ T I i Y i ;
' - l 15 atl 18. Operatllle 8+ t, s st cu eleln.entel

) Pentro ori ' i
| B orice semnal 'x=1(x,), .5 §i pentru orice k€ Z, semnalul x » 3§, are

®santioanele (x,,, ), . 5 $i se numeste intirziatul lui x cu & pasi,




1. Distantd, convergen{d. Principiul contractiei
g 61

LECTIA A TILA , . . dlxy,x, ) Sdlxy,x5) + dilxg,ag) + .o+ dx,_,x,).
e 0 aceeagi multime X pot fi definite in general mai multe distante, deci maji multe

- structuri d i tric. A iet ; : Ve s
SPATIL METRICE, APLICATIT CONTINUE | et S e e bt (418 s i

]:1;{:21\11111:;1; %_. X =1§l§‘ cuDdistanta euclidiand uzuala dlxy) = [x ~y|, Vay e R
te Spatiu metric. Doar in cazuri speciale, precizate 1 , , y
utiliza gi alte distante (de exemplu, d{x,y) = 2]x — ¥ pel?& mod expres, se vor

EXEI\{IPLUL 2. X = C este un spatiu metric relativ la distanta euclidians

= d(zl"zQ) = |21 - z2|: Vzl, 2g € C.
INTRODUCERE |
: | EXEMPLUL 3. Fie X = R* (n 2 1 fixat); pentru orice x = (x;, ..x,), 5 = (v3, ..7,)
‘ ’ Wy Yy,

acela de a studia conceptul de continuitate intr-un N 2
cadru natural si suficient de general. Reamintim c& o functie reald f: A —= R} %€ defineste distanta euclidiani d(x,y)= (Z (e, -y )2]‘/ Verifica
’ i~ Yi . rea
i=1 :

(A c R) este continud Intr-un punct ¢ € A dacd pentru orice gir x, —a
(x, € A), rezultd flx,) = fla). Pentru extinderea la functii mai generale, este proprietdtilor D,, D, este imediat4, iar pentru D, se aplicd inegalitat
: itatea

necesard extinderea ideii de "apropiere", de convergentd gi un pas important N
5] constituie introducerea notiunii de distanté si implicit de spatiu metric. Cele " ) LA 2 (, 2 :
mai intilnite mulfimi care apar in Analiza matematica sunt submultimi ale ' Z: wpro® | 13w |+ v} | su,veR,i=Tn
unor spatii metrice; astfel , vom vodea ci dreapta reali R, planul complex €, AN =1 i=1 L

spatiul R* (n = 1), multimea functiilor marginite A — R sunt in mod natural

spatii metrice. tn loc de a face o teorie separatd pentru fiecare caz in parte,
n n n
| > u; Y ul Yol
i=1 P=1 i=1

Scopul acestui capitol este

care la rindul ei rezulti imediat din inegalitatea lui Cauchy

vom stabili o seri¢ de proprietiti generale, valabile in orice spatiu metric gi
ati suplimentare, specifice unor situatii particulare.f

] 1 pSa unor p IZarl .Sp a]. oI Sublni:el [) consiaerata
’ » ege R 4

f;_:i‘:captadguclidiané. Remarcém ¢4 spatiile metrice R? si C sunt identice. O
jmatrice din M m, n.(]R) se poate identifica natural cu un punct din R™* astfe1. 4
multimea matricilor m x n este un spatiu metric. .

apoi vom ad#iuga propriet

Notiunea de spatiu
M. FRECHET (1878 — 1973) si astézl putem vorbi de distantd nu pumai intre
intre functii, intre matrice etc. si s-a putut degaja
ximatiilor succesive.

puncte sau numere, dar gi
o teorie sistematici a convergentei girurilor si a apro

REXEMPLUL 4. Orice multime nevidd X are o structuri de spatiu metric

1. Distantd, convergenta. Principiul contractiei. BAnume, definim V x,y € X, distanta

1 dacd x=y

d(x,y): .
0 dacd x=y

Definitia IIL. 1. Fie X o multime nevida. Se numegte distanti pe X oricel
funetie d : X x X — R astfel incit: '
D,VxyeX dlxy) 20 sidlxy)=0ex=y;
D,VxyelX, d(x,y) = dly,x);
D, Pentru orice x,y,z € X, dix,z) < dlxy) + dy,2); E
adicsi au loc proprietitile de pozitivitate, simetrie si inegalitatea triunghiului@S¥EMPLUL 5. Fie (Y,d) un s é : L _ ) .
Perechea (X,d) se numeste spafiu metric gi elementele lui X se numes distanta d restrinsi la X(dl; ffi;tr?: g?i g}})}i:nigiz?gﬁiﬁ;nfwgé‘ f&tm;?
_ Ast . X 2P - $ i indusi .
dfl’-};df)rlf:e iubmt:lﬂme 1.1ev_1da a lui B* este un spatiu metric. De exergglu
i cd R" <R (p,}'m1 identificarea punctului (x,....x,) cu (xy,...5,,0) ;
ta euclidiand pe R* * ! induce distanta euclidiani pe ®. v

Se verifici usor
”Venﬁca ugor D,, D,, Dg; un astfel de spatiu metric se numeste discret.

puncte.

Comentariu. Asadar, oricirei perechi x,y de puncte din X i se asociazé un numér redfi
pozitiv sau nul bine determinat, dix,y), numit distanta intre x gi y. Daif

Xy, Xgse ¥y EX, atunci prin inducfie dupé n rezultd cé:




62 II1. Spatii metrice, aplicatii continte |\ 1 Distants, convergentd. Principiul contractiei
63

EXEMPLUL 6. Fie A o submulfime nevida si X = MA) multimea functiilor | Orice sir convergent are limita unicé. |
mirginite f:A >R (adicd multimea flA) Qste -m?rginité sau echivalelflt, | in X, atunci pentru orice £ > 0 unica. Intr-adevér, daci x, ~ x six, — of
JM >0 astfel incit Vxe€ A, |fx)] € M). Pentru orice fge X definim | existd un rang de la care incepind avem

. - e T qaex | simultan d(x : A < & doci
dif.g) = sup [flx) - g} | - Proprietatile D;, D, sunt evidente; apoi, dacd no%) < 5, ALy, 20)< 5 deel dlx,2) Sd(x,x,) + dley,x7) <5+ £, adica
2 2’

£gh € X, atundi 0 < d(x,x’) < e; ca atare, d(x,x’) = 0 six =z

vxe A, |[fx)-gk) = |fx) — A} + |h(x) — glo)| < d(f,h) + dig,h).

Rezultd ci d(fg) < d(h) + dgh) deci D,. Distanta "sup” astfel definita este ‘. EXEMPLUL 1. Sirul «x, = el L g
: " s , n=1, converge in R® . citre

numiti distanta convergentei uniforme (justificarea terminologiel va fi] n
lungimea cea mal mare aj:

data ulterior). Distanta d(f,g) reprezintd _
"segmentelor” care unesc punctele (x,flx)) si (x,g(x)}, x € A ]

‘ Cx = {(2,0,0), deoarece’id(xmx) - (2n +1 _ QT L1 5 Q’IJM 0

el 50,

nstituie hipercubul. Fie B = (0,1} codul} ” n?
binar. Péntru w,v € B, notam $(u,v) =1 dacd u#v §i Sz, v) = 0 dacl u =v.f

TEvident B? are patru elemente, care pot fi asimilate cu virfurile unui patrat, g E '
jar B® are 8 elemente — virfurl ale unui cub. Multimea X = B” are 2" elemente? XEMPLUL 2. Pentru girul de functii £, : [-1,1] > R, f,(x)=X"
’ ; s Fn = 7
n+

si se numeste hipercub de dimensiune n. Pentru orice X = (CT L S ,
;functpa constantii £: [-1,1] - R, fix) = 1 avem

ExeMPLUL 7. Un exemplu insolit il ¢co

™ i pent
1§pnru

n
XSGy numaral acelor if - d(f, = sup |f,)-fld] = sup |28 -1]= su -1 2
ve[-1,1] vel-1,1] n+1 s e e

 cad R . . ‘
agadar f, — f in spatiul metric M(-1,1]) al functiilor reale mirginite pe

y = §peny,) din B*, se defineste dix,y)=

(numit §i numarul de necoincidente in girurile x sk

1 < i < n astfel incit x; #¥;
sunt evidente; apoi, ¥ x,y2€ B avemg intervalul [-1,1]
i MR

¥). Proprietitile Dy si Dy
Slx;,2) = 8lx,y;) + S(y,z;) peniru i=1,1
dx,z) < dlx,y) + d,2) deci D,. Distanta d se numegte distanta Hamming pg
hipercub. Fiecare virf v al hipercubului este unit cu virfurile aflate la distants

gi finsumind, rezult
f ExeMPLUL 3. Intr- o ,
d el este consiarlllét;eulrsl. ?11;?1;11 dls.(;ret: 111?; sir este convergent dacd si numai daci -
i A umit rang (intr-adevar, dacé : P s
Hamming 1, deci care diferd de v prin cel mult un bit. Hipercubul B” este I i\:'ir}aturj.l astfel incit V n 2 N d(x,,x) < 1/2, deci d(a; x) zﬂ(c)na;cxj atunci existd
corespondenti bijectiva cu mul{imea de numere naturale A = {0,1,2,...,.2"-1§ cen = N). "” 1cd x, = x pentru
Orice numir xe A, are 0 reprezentare unicd in baza 2, de formg

f ExevpLy i
i, L 4. Un sir (x,),,, de puncte in B, p>1, x, =(x ,2>,... x7) est
» X, =(x,,x,,..,x,) este

n
x=Y, a, 2 “leua,s B si poate i identificat cu punctul (@1,0050nsty) € P18 convergent cit
0 ent citre un punct a = (
= {a{,a9,...,a,) daci st . -
1%z acld st numat d : :
. P acl cele p siruri

p=1
. i componente sunt ‘
. s . i convergente, an i 2
Comentariu. Am spus ¢ elementele unui spatiu metric se mat numesc puncte si de g , ANUME X, — 0, %, —> Ay, .y X f —a, (in B). Este .

in anumite situatii, functiile, matricele, sirurile de bifi etc. ot fi considerate ca puncifig; e
; 1; ; ; P p suficient de observat ci

Cea mai importanta disponibilitate a spatiilor metrice 0 constituie posibilitatea de

defini convergenta sirurilor de puncte.

k
x" - < 1
|x, -a,|<d(x,,a) pentru orice 1<k<p, cid
2

d (x ) i k
. 6} % X, — 1 : -
Definitia IIL 2. Fie (X,d) un spatiu metrie. Un sir (x,), » o de puncte din X a i Lt %, —a] si de aplicat lema clegtelui. Asadar,

limita x (sau este convergent citre x € % daca dix,x) =0, adi@ . -
¥ £ > 0 3 N(e) natural astfel

ineit n = N(g) sd implice dlx,x) < €; se W
serie lim x, =x saux, = *. Sirul (x,) se numeste sir Cauchy dach V £
n— o2

3 N(e) astfel incit V. m,n 2 N(e), d(x,,x,) < €.

lm (x) Py = (limx| i
n_m( presXpd = (limx,, ..., imx )
n—ea n—oa

c8 limita sirurilor in R” se face pe componente.
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64 HI. Spatii metrice, aplicati continue |

i fie (X,d) un spatiu metric. Se demonstreaza |

Revenim la cazul general §
deoarece

imediat ca orice §ir convergent x, —>X este un gir Cauchy,

¥ mun e N, dlx,,,%,) <d{x,,,x) + d{x,,x) §ise aplicd definitiile.

Definitia IIL 3. Spatiul metric X se numeste complet daca orice gir Cauchy

este convergent (in X).

|
EXEMPLUL 1. R gi C sunt spatii metri 5
4l lui Cauchy (teorema 1.3). De asemenea, pentr
intervale1e (—on,al, la,b], [a,00) sunt spafil metrice complete.

L 9. Orice spatiu metric discret este complet (cé

EXEMPLU
ang incolo, decl convergent).

este constant de laun ¥

ExeMpLUL 3. Dar @ c Rnu esfe u
Pentru a dovedi acest lucruy, este

Q convergent in R citre

un gir {x,,), » p 10
omplet, ar rezulta cix, = O, CLOE

este un sir Cauchy in Q. Dacd Q ar fic
Din unicitatea limitei ar rezulta ch o=

Agadar, in Q girurile Cauchy nu rezultd convergente in general.

rice spatiu metric X se poate "completa”,
umit sens X si o aplicafy

(x,) in X, girul (flx,)) esf

. Comentariu. Se poate arata cdo

ca existd un spatiu metric complet minimal intr-un an

ectivd f: X — ¥, astfel incit pentru orice sir Cauchy

inj
Q se poate lua X =R.

convergent in X . De exemplu, pentru X =
Teorema urmétoare furnizeazia exemple importante de spatil metrid

complete.

TEOREMA IIL 1.
a) Spatiul R (p=1 fixat) este complet, relativ la distanfa euclidiani;

b) Pentru’orice mulfime A, multimeé MA) a functiilor mérginite A — Red

un spatiu metric complet, relativ la distanta "sup".

ce complete, conform criterivlui general!
W orice numere reale a < b,

n spatiu metric complet, cu distanta indusik
suficient un contracxemply; g3 considerim?

\j . ( R) T Illtra adlca =S A DII!. T ela;. a li ’ ? . Ile!il 14 | n
e g“' t g M )‘ I +

in senst

1. Distantd, convergen{d. Principiul contractiei ) l
65

valabile pentru orice m,n € N,

o mn € N, rezulti cd sirul (x,) este C tn R dac si

numai dacé cele p iruri componente sunt Cguchy in Ragih;rii?ﬁ folosind
: 'olosin.

teorema I. 3., rezulti ci orice si

_ 3., e gir Cauchy in B este co

. nv
e ergent.

If ) = f(é))ri ?i(f un si Ceuchy o M(A). Deoarece "Vixe A
ca atare " cest si ol n) TEZUIEA ca girul de numere reale (f (x)) este Cauch; :
g notﬁm’ o g(x)§ IA vi-lf converge catre un numdr real, depingind d oo
. Astfel este bine definitd o functie g: A > R V:nic ,alsgtcare

. - a cid

' & este méirginitd si cd i
g : ginitd gi ¢ £, — g in MA). Deoarece s » ¢ este sir Cauchy rezulti

n H vp >— b d(f.n +D’fn) <_8 " IIT]I

. n=N,avem d{fy. ,,fy) <= deci :
: +pd NS — eciVae A,Vp>= . .

Aci orice sir Cauchy) 2 : P21 |fy., @)~ fy@)| <. Fécind
. p oo g1 find x )

i p g1 tinind cont ¢ fy, (x) — g(v), rezultd cd Vx e A, |glx) - fylx)| =

deci {g(x)| SE + [fy(x)|. Deoarece fy este o functie mirginitd rézulté cii g

/2 deci J2 ar firational; contfadic@:ie' oL .
; rezultd ¢ Vxe A, VRN, | fmp(x) ~f) ] < si facind p — o, rezultd
. 2 -

f 1527l S?’ deci d{f,.g) < £ pentru orice n = N, adici f, — g in MA4)

§ - Un rezultat i 1i I
in
teresant si important este cuprins in urmitoarea tesremg
)

numitd si prineipiul cont iei
5 ra ..
| ST BaNACH (1892 - 1945). cfiel, datorat matematicianului polonez

TEOREMA I1I. 2. (Ban - :

L . 2. (Banach). Fie (X,d) un i ;

E 0 . aplicati . ot spatiu metric complet si ¢ :

V'xg Ecn'-;iéled(cu proprietatea ci existi o constanti k e [g ii); # q;f iX.._) 1’(
oot 0(x),0()) < kd(xy). Atunei existi si este unic-u astlel It
astfel tncit (&) = &. si este unic-un punct e X

g

..PEMONSTRATIE. Fixfm un punct x; € X si definim

%3 = @lxg), %5 = @lxy), .., 2, = 0lx, _ ), ...

. N A ;}:Sé':-abtine astfel i L i
2,32 de puncte in B o 0 €l un §ir G5,), o i X si vom arata ¢ este un sir Canchy. Mai

. DEMONSTRATIE. a) Am véazut ¢ un §ir x, =, %,

convergent dacd si numai dac cele p giruri componente s
R. Din inegalitétile evidente
P

ok x| $dry,x), b =TP § dlonm) S X [, =% |
k=1

unt convergent¢l

intﬁ se observi ci

""d(x =
: tl;unsxn+1) d((P(xn_l),(P(xn)) s kd(xn_l,x,;)skzd(xn P/ 1)< <k "d(x,,%4)
; . ' -gky-1)5 5 071
: orice n2 0; atunei V p 2 1, punind 8 = d(xg,x,), rezultd ca

d( . )< + + +

A o <d(x ,x +d(x X + +d(x x

atn+p ( nn 1) ( n+ 13- 2) ( nrp-1s )<
- n+p



66 III. Spatii metrice, aplicafii continue

1-k? sk“_§_.
1-k i-%

Deoarece 0 <k < 1, rezulti E® — 0 deci sirul (x,;) este Cauchy. Cum X este
presupus complet, rezultd ca J1&e X astfel incit x, = E. Deoarece
0 < deplx,),9E) < kd(x,.5), aplicind lema clestelui va rezulta ca plx,) = ¢©),
adici x,,, — @) Deoarece x,,;— E, din unicitatea limitei unul gir
convergent rezultd ¢(&) = £. Unicitatea urui astfel de punct se demonstreazi

<k"8 +k"*18 o +RTPTIB =R

astfel: daci & e X si o) =E, atunci d(g,af)=d((p(;),<p(g’))skd(g,§’) sil

cum k < 1, rezultd d(&,2) = 0 gi ca atare § = g

Comentariu. O aplicatie 9 : X = Xeain
X, de coeficient &; un punct £ ¢ X astfel
. Atunci principiul contractiei se mai enunta pe scur
gpatiu metric complet are un punct fix si a
contractie este legat de micgorarea distantelor, anume distanta di
gx), oly) este mai micH decit distanta intrex si y, oricare ar fi punctele x,y din X
Teorema I11I. 2 se mai numeste g teorema de punct fix". Metoda de demonstratie

folositd pentru a determina punctul fix & al lui ¢, golutie a ecuatiei ¢lx) = x, poartdi

r succesive (ale lui £); prima aproximatie, x, este

aumele de metoda aproximatiilo
olx,) etc. si acest sir de aproximatii converge cétre

aleas# arbitrar, apoix; = plxg), %o =
£, In aplicarea practicd a teoremei 1I1.
asociatd in mod corespunzétor ecuatiel de plecare.

COROLAR. In conditiile teoremei II1. 2, pentr
k n

dix,,5) < - kd(xo,xl).

DEMONSTRATIE. In cursul demonstratiei teoremei am vizut ¢4 pentru oriee

n>0,p21,avem d(xn,xmp)é-f_u% gi facem p - eo.

inegalitatea anterioard permite
daci se doregte caleulul luit
A alegen

Asadar, pentru aproximarea § = xy,
estimare a erorii absolute d(&,xy). De exemplu,
cu o aproximatie mai micd decit ¢ (¢ > 0 prescris), este suficient s

N minim astfel incit

k
1-%2
facut intr-un numdr finit de pasi.

ExeMpLUL 1. Fie X unul din interval

spatii metrice complete; presupunemn cd 0 ecu
sub forma x = ¢(x), unde ¢ : X — X este o functie derivabild astfel ind

enunt se mai numesgte contractie a spatiului
fneit (&) = § se numesie un punct fix al lui |
t astfel: orice contractie a unui |
cesta este unic. Termenul de|
ntre imaginilef

9 egte necesar de evidentiat o pereche (X,@)F

worice nn > 0 are locinegalitateal

N : N I
5 < ¢l se aproximeaza cu Xy, caleulul lai x, fiind

ele (—e,al, [a,bl, la,e0) sau R, care sui i
atie flx) = 0 se scrie echivalelgfy

. 2. Topologia unui spatin metric
&7

k=8 ! i
xlél])){l o'(x)| < 1. Atunci ¢ este o contractie de coeficient k, deoarece
¥ x,y € X existd v intre x si y astfel inclt

d((P(x);(P(y)) = !(P(x)"q’(y)] = I(x —y)-(p/(v)lgk.[xr_yi =kd(x y)‘

:3(’“11:15. g a ECllE.tIEI X = (.p(x) se determll]. in apl 0X |lla! ||]“[

are o singura solutie £ € [0,1]; ecuatia se scrie echivalent x = 1 (1 + sinx) gi
“ M X 10 $1

. ) 10

potind X =10,1] & o@)=_L i

‘ olx) .m(l +s5inx), avem o contractie de coeficient

k= su f’ 1 ,
e |9 x) | SE. Alegem x; = 0 deci x; = px,) = % si punem conditia

/10
8 -2
oy <

E N este 2 deci £ =Xy = (p(xl) =_i0(l +8in
1

, unde & =d(x,,x,) = | % - | =

1
'ﬁ; valoarea minim4a a lui

1

]“ 0,1099.-

. EXEMPLUL 2. Fi = i
2. Fie A=(a;)¢; ;<o 0 matrice patratici de ordin 2 (g, € R) cu
i

i 2
3 Euaij<1. Pentru orice matrice colo
x

3 by :
ani B ={bg], by,b, ¢ R fie aplicatia

£ o:R® - R? ¢lx) = AX + B, unde unct din R?
3 ’ s un 1 i i
coloand a coordonatelor lui; explicit punct din R este identificat ou matricen

(p(xl ;xz) = (allxl + alzx?., + bl , a21x1 + a22x2 + b2)_

Atunci ¢ este o contractie, de coeficient # =(Z

: 2 Y12 ,

" 2. aijj , aga cum se verifiei

e - t,J .

E Imedi 3 . o

de:glrﬁr\lti-n Ecugpla matriceald X = AX +B are solutie unici & ce se ¢

P (X?_prln metoda aproximatiilor succesive: X, =0, X, = o(X, %J EaBe
2= 9%y = AX + B, X; = 9(X) = AX, + B=A"B + AB+ Bete. Plor=®

Me imatii i
N toda aproximatiilor succesive se programeszi firi dificultate

'2."'I.‘op010g*ia unui spatiu metric,

In acest i
ull;imsi aﬁ):fggr'af vom pune in evidentd anumite tipuri remafcabﬂe de
b wi sl?apu metric fixat (X,d), permitind studiul aprofundat al
proprietdti locale, globale gi analiza trecerii la limiti i}




68 ITI. Spatii metrice, aplicafii continue

Definitia 1I1. 4. Fie ¢ € X un punct fixat. Pentru orice numir real strict
pozitiv r > 0, se definesc: '

B(a,r)={xeX|d(a,x) <r} (bila deschisi de centru a si razi r)
Bl(a,r)={xe X|d(a,x)<r} (bila inchisi de centru o gi razi r)
Sa,r)={xeX|d (a,éc) =7} (sfera de centru a gi razi r),

O multime V < X se numegte vecinitate a punctului o daci existir > 0

astfel incit B(e,r) < V, deci V contine o bil3 deschis3 centratd in ¢. Vom nota
cu ¥V, multimea vecinétéitilor lui a.

Majoritatea nofiunilor importante ale analizei sunt definite local in

termeni de bile, vecinatati, limitd ete. si termenul de topologie corespunde
etimologiei ("topos” = loc).

EXEMPLUL 1. FieX =R, a € Rgir > 0.In acest caz, B(a,r) = intervalul deschis
@-ra+r),Barn=k-re+rsiSar =la-ra+r. :

EXEMPLUL 2. Fie X = R", a = (a4,09,..,0,) € X, r > 0. in acest caz, bila
Bla,r)={x=(x),%5,...,x,) e R*| ¥ (x; -a)? <12}
i-1

In cazul n = 2 bilele sunt discurile pline, iar pentru n = 3, sferele pline.

2. Topologia unui spatiu metric
o 69
eflnl!:la IIL 5. Fie (X.d) un spatiu metric
.O submultime D c x se nuin_eﬁe deschi.sﬁ
ae€ D, 3r> 0 astfel inctt B(a,r) c:‘D adics
O submuliime F cX :
deschiss,

(sau un deschis ] ui X) dacy
@r) De V.. -
A Seé zice inchisd (inchis al Jyi X)daci X\ F = CF

EXEM%BLUL 1. @siXsu
definifia anterioary re

nt simultan inchige g .
.. 51 deschise, e .
zultd prin reducere la absurd. e. Pentru ¢ condifia din

ExEmpLUL 2. Pentru X =R sia<h

deschi

ise, iar [a,b], (0,00 sent nchise, » ntervalele (a,b), (g,e0) sunt rﬁultimi

dar [a,b) ny este nici inchis nicj deschis

inr ; deschise;
¥ < R*} este deschisy. Multimea redusy la un

Pl coroana  cireulary
.mclnséi, ¢a gt orice dreptunghi la,b] x [c,d].

punct din R? egte

EX£MPLUL 3. Fie X spatiul metric al functiilor m#rginite A — R, cu distanta
"sup"..Daci f e X gir > 0, bila B{f,r) este multimea functiilor g : A — R astfd
fneit sup (flx) — glx)| <r; dacd g e B(f,r), atunci V x e 4
fley - r < glx) < flx) + 1. ’

TEOREMA HI. 3. (proprietiitile vecinititilor unui punect). Fie X uwf.:

TEOREMA 11, 4 ‘
Fl- X . (pr O

spatin metric.

1) Pentru orice Ve V,, avema e V;
2)Daci Ue V51 Vo U, atunci Ve V;
3)Dacd V, Vye V,, atunci V, n Ve V; :
4) Daciia,b e X,a#b,atunciexisti Ve V, 5i We V, astfel inctt V.o W=

DEMONSTRATIE. 1), 2), 3) rezult3 direct din definitie. Propr':'[etatea 3 se extindf

Ia orice numir finit de vecinitifi ale unui punct fixat. Demonstrdam 4) si i

r= %d(a,b), decir > 0. Luim V = Bla,r) si W = B(b,r). Rezultd ci V i W sul

disjuncte, deoarece altminteri 3 x ¢ V n Wdecid(x,a) < r,d{(x,b) < r gi ca ata
dla,b) < d(x,a) + d{x,b) < 2r, adici 3r < 2r, absurd.

A=DnX Pentru

EXEMPLUL 5. Fie vy un spatinu metric |

stbmultime 4 < x este deschisi in X eilisic Y cu distanta indusj. o

d un deschis D « v P
: a demonstra . © I astfel incit
Vee Xsir>0, Bya,r) = Byla,r) r:i (;?'_St fapt este suficient de observat cg

Prietitile imi . ..
un spatiu metric, £ multimilor deschise 81 inchise).

§iX sunt mulimi deschise; |

Omstratia este Imediats, Afirma

. " o .
0 formulele fui 1. Mo tille 2/, 3/ rezults dip 2 sl respectiv 3

—
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1° @, X apartin lui T;
9° Orice reuniune de multimi din T

3° Orice intersectie finitd de multimi
T, iar perechea
1), 2), 8) din teorema II1. 4, rezultd cd multi
formeazd o topologie, deci orice gpatin metric es

(X,d), considerat ca un fel de "spatiu
< X vom asocia interiorul, aderenta si

este definitd o topologie

Din nou fixim un spatiu metric
Pentru orice submultime A

ambiant”
frontiera lui A.

Definitia III. 6. Un punct a € A se zice interioxr
adicd A € V. Mul{imea punctelor interioare lui A sef

astfel incit Bla,r) © A,

III. Spatii metrice, aplicafii continue

aparfine colectiei T
din T apartine lui

e

numegte interiorul lui A, notat A .

Un punct a € X se zice

mulfimea acestora se numeste aderenta

gpune ci A este densi in X.

Multimea Fr A=A CA se nu

AcAca,
punctelor-x € X cu proprietatea ca orice bila cen

Este evident ci
A cit si CA.

EXEMPLUL

Fr A = 10,1). Apoi @ = @, Q = R (deci
Remarcim ca daci A c R este o mu

aparfin aderenfel A

EXEMPLUL 2. Fie X = R*siA =
FrA=k+y° =1

EXEMPLUL 3. Daci A c B
Fr A ¢ Fr B (de exemply,
i Fr B = (-=5,0] [1_,°°) ).

Dam o listd de proprietétl ale

c X,
lumX=RA=QsiB=QuU

aderent lui A dacd
lui A; notatd A. Dacd A=X, se

pentru orice

1. Fie X=R si A=10,1). in acest caz, A=(
Q este densé in RsifrQ=R
l{ime méarginita, atunci sup A §i

(2 4+ y% < 1). Atunci A =4, A = (* +y2 < 1y

atunci

T, atunci se spune cd peX |
(X, T) se numeste spatiu topologic. Conform
mile deschise dintr-un gpatiu metric |
te in mod natural un spafiu topologic.

Tui A dacsd existd r>0

YVeV, VnAz0,

meste frontiera Tai A.

A C X, iar Fr A este multimea
tratd in ¥ intersecteazi atit

Ac ﬁ, Ac ]§, dar se peate intimpla
[0,1]; aici Fr A = 1§

interiorului si inchiderii:

a) A= U D (D deschis) deci A este deschis;

DcA

b) A este deschisd dacd si numai daci A = A;

o) A= N I (I inchis) deci A este inchisa;

IDA
d) A este inchisd daci

¢) Dacit @ € X, atunci a € A & exist

incit e, — -

ginumai daci A=A
& un sir (@), >0

Daci A este o submultime a unui spatiu metric X, atunci:

de puncte din A af

i 3. Aplicatii continue

71
HDX\A=X\VAsi X\A-XYVA.

. DEMONSTRATIA rezultd din deﬁniﬁi.

ver ellt e llIlCte d].Il 14 ]J,IIll.ta u asemenea lul
A, m .

- dacd 51 numai daci orice i
f unct di ol ..
. suncte din A, p n X este limita unui sir convergent de

- 3. Aplicatii continue

i e . ..
3 Ifl‘lc Z?g’{déié (;jf ;Kd;izlspfgl In(_ai’ririce si f X — Y o aplicatie. Cazul tratat in
2 - a bl
particulariziri. cfiilor complexe X = C, ¥ = C sunt ambele nigte

TEOREMA IIL 5. Fie @ € X o
conditi: € X un punct fixat. Sunt echivalente urmitoarele

0,1), A=101] s

:3: Ve ()ng)a AU e V, astfel incit AU) c V;
£ > . > 0 astfel incit d(x,a) < 3, s J'm lice d't
b c) pentru orice gir x, — a, rezult ci ﬂx:) —>1ﬂof)). o Al <

inf Af

DEMON, -
j oo ‘?’LRE%‘;(EG)B;))E Egﬁfi;inslgpu:em_ cd a) este indeplinitd si £ > 0 este dat
j &) si co ipotezei existd U € V_ astfel incit ; i
| Segan; 8P> 0 astfel incit B{a,d) c U si se verifici inalediat bl) A < Vi apol
a]ege;il . 5I:S0uil;n§m corll;;hl;i]a)i b) indepliniti i fie x, — «. Daicz“i £ > 0 este dat
 al nform b). De la un ine ' ,
d),(f(;cn),ﬂa)) e et R > i rang N incolo avem d(x,a)< & deci
¢} = a). Presupunem c) si c& afirmati
> 2 : sl cad afirmatia a} nu ar fi adevarati i i
j vecindtate V a lui fla) astfel incit pentru orice veciné:;;atlzj’ :{iflli Eclxrsee“i‘i fta .
vem

J(L) & L Pentru Ur‘ l h] i? = B 1 |
- . 1Ce 1Y regn2 1 am = a ]' alege tf I
( ? ) g Tem xn 1= U astlie

 Incit Alx,) ¢ V. Ar rezulta ci x, — a 5i flx,) 5 fla)

Definifia . - :

3 emg II%I{S' 7é§)aca 0 alzhcaple f satxs.face una din conditiile echivalente din

contings o ili)un}efca f ?ste continuii in punctul o € X. Aplicatia f se

Gontinus ne ¢ p c X dacd gste continud in orice punct a € A; daci est
MU pe intreg X se spune simplu ci f este continua > (A este

sSonditifle -a),. b), ¢ . . )
i ‘“i,iﬁ%‘fﬁ:’ ;%?3“@3‘ ;;ft Rupite. xespestiv,definitia . continvititii, ey
AT ) O S Lah) Bunridaoy ¢ e T e s
Sh..[ B- rr } o ; 3 1L N .-J:tr‘.ﬂ"’ Wy e Y (}_‘_ - JT; . L\ éitf{ﬁj‘ji[O“
Weoilgs meaommar ol (o= (of & 5 = ((=l\ dnobive lnamin o i “‘:

4 R '+ (RS = o

(1
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COROLAR 1. Fief: X —Ro fun
(respectiv fla) < 0). Atunci [ este poz

a lui a.

itiva (respectiv negativd) pe o vecinitate

DEMONSTRATIE. Fie fla)>0 s 2> 0 ales astfel incit & <fla). Alegem

V = (fla) - e,fla) + &) Conform
fNcV,Vxe UJ avem flx) € V deci fix) > fla)

trateazi analog.

COROLAR 2. Fie X,Y,Z spafii metrice
a € X, f este continud In @ gi g este continué in
in . Dacd f si g sunt continue, atunci gof este continud pe X.

DEMONSTRATIE. Dacd x, — a, atun
(gof)x,) — {gofila) ete.

TEOREMA IIL 6. Fie f.: X — Y ¢ aplicatie int
echivalente urmatoarele afirmatii: ‘
a) f este continud;

b) pentru orice A < X, A& cFAY;

¢) pentru orice mulfime F inchisé in Y, F X(F) este inchisa n X
d) ¥ D Y deschis, /(D) este deschis n X.

!

DEMONSTRATIE. a)
V € V, intersecteazd

astfel incit AU c V.
intersecteazi flA) deci V N flA) # .

b) = c). Avem F = F i aplicind b} pentru /- YF, rezultd
f(f:r(_F_))'c?—(f:l(—ﬂ cF=F deci FUF) cf {F);

incluziunea inversa fiind evidentd, rezulté ci [~ 1{F} este inchisé.

¢) = d). Luim F=Y\D deci F este inchisi si conform

Fim=fy\D)=X \f" (D) va fi inchisd deci £Y(D) este deschisé.

d) = a). Fie Vae X si b = fla)

D = B(b,r) c¢ V. Deoarece U = f
U e V,sievident AU) = D < V deci f satisface conditia e

f rezultd continud in punctul a. Acesta din
continud.

Exahi e S Ry R e S908° phfct’
constantd f: X = X, x~c este continui (dacid'é & Bfe ik
x, — @, atunci evident fa)y=c—-fla)=¢

oET A
410 Bty

III, Spatii metrice, aplicatii continue ‘j

]

ctie continud in punctul @ € X si fay>0 |

teoremei 111, 5..a), existd Ue V, astfel incit |
— ¢ > 0. Cazul c¢ind fla) < 0 se '

si X75 7% Z dous aplicatii. Dacé |

fla), atunci gof este continud | :
- teoremel 111, 5) i -

(deoarecle VIx 56),);' e; 1p_1;0c, dacd fy,....f, sunt continue, atunci f este continui

, , %, = x, atuncifix,) - fi{x), 1 <i < ngicaatare, fix,) — Ax))

> n .

d flr) - flay si gflx,) >gflad decit
_ . EXEMPL 5 .
: UL 5. Dacd f,g : X - R sunt functii continue si A e R o constanti

re doud spatii metrice. Suntf

.valori reale, anume:

= b) Fie Vae Kgi b = fla). Avem de aritat ci orice
fla). Dar f este continud in ¢ §i atunci existd Ue Vi
Deoarece a € A, rezultd ci {7 intersecteazi A deci fIUR

o)

). De asemenea aplicatia identifle

3. Aplicafii continue
73

1;: X — X este continui.

EXEMPLUL 2. Aplicatiiles : R — [ '
. . Aplic 'R o R, s(x,y) = ip : R
continue (folosind de exemplu deﬁniti: zzu ._;Clr:n%;)glp B Repli) =y sunt

EXEMPLUL 3. Orice functie poli ial |
L3. polinomiala P : C — C, P(z) = a 2" -
este continui (deoarece Vo e Cgiz, — o, rezults P(z,) 0—z> Ij(g)lz) "ot
. " )
chﬁﬁifL % Pfoiectiﬂe canonice p; : R* > R, px,,..x ) =x; (L <i < n)
: L A LR e T T =t =

s (.x) a;‘:? X este un spatiu metric g o aplic:eq;ie f: }? Slllllf’l‘t‘
)= LEIANN A )N este continud, atunci gi componentele ei f- : X_) ’

£i<n sunt continue (decarece f;=p,of si aplicim 'corolaxl;ﬁl 2_) .Ri

_ a

atunci

f+8 f—& M fg \fl, max(fg)=_(f+g+ Ifjgl),min(f,g)=%(f+g- |F-g)

N su1_1t de asemenea continue.

EXEMPLUL 8. Fi i i¢ si
Fie X un spatiu metricsif: X — G se pot asocia trei functii cu

P: X > R, x ~ Reflx) (partea reald a hii f);
. : {partea imaginara a,l if)
X > By, 2 |f0) (modulul Tui ). o

Lkt

2
sunt continue .si i
1 $1 reciproc. De asemenea, daci f este continui, atunci
’

Evident, f= P + i@, P~ -1-f. Daca
, P , Q= T Daci f este continui, atunci P gi @

L L p2 . oo Lo
|f |. VP2 + Q2 rezultd continud. De exemplu, pentru f: C — C, Az) = z% avem
- - ? -

P+iQ= ) i i
P Q = (x + iy)* deci Pla,y) = x* — y% 5i Qlx,y) = 2xy.

. Fixdm dou# spatii metri i Y i icatie 7 : A
 tbmdgme pat; etrice X g1 Y si o aplicatie /: A — Y definits pe o
_Fie Ve V, deci existd r> 0 astfel incig -

YD) este deschis si contine a, rezultd o
din teorema II1. 54

arma fiind arbitrar, f esf g

X

initia III. 8. Un punct a € X se numesgte punct de acumulare pentru A

BAVV i i
e V,, Vn A contine cel putirt un punct distinct de a. Se spune cd f

lim flx) = daci
X—a
AR -

. ‘
Y s i lyaw
TERE AT OOYING pAEE

oo lte Illflitaj! {{ ¢ ¥) in punctul de acumulare « si se scrie

(ot o T i Liipri
vl ot o
o

0‘ [Oﬂ.[{f[l‘a 2 i F IO IE SN - i]’“l:)ﬂf ) B 30 !
X j J::S::i[j 2L 9D H90D X UL )EHIIO.J Oj 2o 0 £ 1 . £ JJBJ i{C
. pAN ¥ g o . § )}q




74 ITI. Spatii metrice, aplicatii continue

%) dacd xeA\lat
este continui in punctul a.

functiag : A =Y, glx) =
[ daci x=a

ice sir x, < @, %, @ rezultd |
n » o ¥ g

Aceasta este echivalent cu faptul c& pentru or
A este un punct de acumulare

fle,) = L Evident, dacaf: A =Y (A cXisia €

continud in o dacd si pumai dacd limita lim flx)

pentru A, atunci f este
x—=a

existd gi este egal
punctul de acumulare a al lui A este suficient sa evidenfiem dou# siruri
/ " P
xl—sa,x, e (%, e A\la)
astfel ncit fie cd unul din girurile ﬂxn" ), flx
siruri sunt convergente dar nu au aceeasi limitd.

. (reciproc, nu). Fie flx,y)= o ;
/ 2y x+ysm;, x#0 i flxy) = 0 dact x =

4 cu fla). Pentru a demonstra ¢i f: A = Y nu are limitd in }

n"’) pu este convergent, fie ci aceste |

2,2
ExeMpLUL 1. Fie X = RLY=R A= RE\ (00N sif AR, flx ) = Xy
x% +y*

—(0,0), cu A§

2 _ .2
%% -¥" nu exista deoarece luind sirul (.}_,_ZL]
n n

Limita lim
wa)— (0,00 x2 +y?
(xy)#{0,0) 1 % 1 22 1A )
parametru real, avem f|—,—|= 27N g Hmfl—,— depinde de A.
non) 1+)2 aoe (Nt N

EXEMPLUL 2. FieY = Rl fg:A->RAC X) dou# functii numeri

VxeA, |fia)<gk). Dacd lmg() -0, atunci

x—a x—a

3
lim = 0, deoarece ]__fc___l < |x| pentru orice {x,) = (0,0).
zy) =00 xZ+y? %2 +y2

ente. Anume, dach

3. in cazul Y = R?, limita se face pe compon
ofp au Yimit3 in

EXEMPLUL
F:A R, Rx)= (fl(x),...,fp(x)), atunci f are imitd In a < fioe-

a gi in plus -Hm fla) = (Hm fix) 500 lim £,(x)).
x—=n x—=a x—=a

. EXEMPLUL 4. Fie X' = ®R,A X,
Pentru orice vector penu! v din R?

dupi directia lui v ca fiind
t—0

proprietatea ci vectorul x — ¢ est

B

ce astfel incit§

lim f(x)=0. De exemplu, §

o un punct de acumulare a lui Agif:A-TR
se poate defini limita lui f in punctul

lim fla +tv); evident, punctele x = a + &V bl 8

o coliniar cu v, ceea ce justificd terminologig

4 . . ..
Functii continue pe mulfimi compacte si pe multimi conexe
. 75

Daci [ = lim istd i existd gi li 7

!x%af(x) ex1§ta, atunci existi si limita lui f in ¢ dupi orice directie
0. Atunci
i 0. e 1
im Ax,y)=0; lim llmﬂx,y)) =0 dar Iim(limf(x,y)) nu existi

(x,)—(0,0) x> 0y—0 y—=0 1]
X —

4. Functii I {1
: cti .cogtmue pe multimi compacte
i pe multimi conexe

¢ | Fie X un spatiu metric.

Definitia IIT. 9. O submulti g com
. 9, ultime K <X se numesgt ‘
o 1 . . 3
compact) dacé din orice acoperire a lui K formati gdin multli)ma(i:tdaesf:sh?;le usne
- - . 4

poate extrage o subacoperire finiti i
nitd, adicd orli de cite ori
\ ri Kc UD, eu D.
iel :
U D,.

deschisi In X, existd o submul{ime finita J < I astfel incit K c
ied

O submulfim i ' '
e M < X se zice marginits
S ar 5 . . oa
deschisa. : giniti dac# ea este confinuti intr-o bilj

| sir de pu i i
puncte din X are un subsir convergent. Dac# spatiul X este compact

afunci el este complet.

EXEMPLUL 1. Orice i

o ' nterval [a,b] este un spati i

orice - > patiu metric compa

i ;:1:a1e}1p11{ed P = lay,b) x [agby] % ... x [a,,b,] din ]gn ct. De asemenea
fempacta (fiind inchisd si mirginits). Vn este 0 multime

1 E)EEMP mn
o LUL 2. Sfera S,={xy2z)e R |x®*+y>+22=1} si elipsoidul ph
P

Pl 2 - ) . .
T2 <1} sunt mulfimi compacte.

MPLUL 3. Fi i ic di
o ie X un spatiu metric discret infinit. El este o6 multime inchisi
1 i - e s ;
. ginitd, dar nu este compacti (cici X= U {a}, multimile {a} sunt
se . . " . ‘ X ‘ )
§1 nu e)ﬂstg o subacoperire finit3 pentr&ecé ar rezulta ci multi
chi . ! mea



76 ITL. Spatii metrice, aplicatii continue

X este finitd).

%

TEOREMA IIL 7.Fie frX— Yo aplicatie continud intre doud spatii metrice '
siKcXo submul{ime compactd. Atunci LK) este compacti. ;

DEMONSTRATIE. Fie fIK) < U D, cu D; deschigi in Y. Atunci
iel

. KEcf MU D= U Fid) sif YD,) sunt deschisi in X, conform teoremei II1. 6.
iel iel

Deoarece K este compacti, existd J c I finita astfel incit Kc U FUD;) deci '
R ied

oY FHON = U

a lui fIK) se poate extrage una

¥pyc U D;. Asadar, din orice acoperire deschisé
ied

finita gi ca atare multimea 1K) ‘este compacti. §

L

Reamintim cé o functie f:X — Reste marginitd daci muli;imeé X)) este 3
mirginitd; in acest caz, se notéazd sup [ = sup fX) gi inf f = inf AX) si se :
spune cd f igi atinge marginile dach existd puncte a,b'in X astfel incit

sup f=Ra)ysiinff= f(b). Cu aceste pregitiri, rezult:

COROLAR. Fief: X = Ro functie continud cu valori reale. Daci X este un
si isi atinge marginile.

spatiu metric compact, atunci f este mirginitid

DEMONSTRATIE. Conform teor
este inchisi si mirginitd. Asa
reale sup f, inf f care. apartin lui FX0, vor.apartine de fa

FOXO = fX).

dar, f este functie mirginiti. n plus, numerele g

ExeMpLUL 1. Functia F:00,1) =R flx) = Lx. este continug, dar nu este|
mirginitd; marginile ei sunt inf f= 1 gl sup f=teo ginu sunt atinse. Agadar,
ipoteza de compacitate din corolarul precedent este esentiali.

ExgmpLUL 2. Fie A,B,C trei puncte distincte si necoliniare in plan si X
- triunghiul ABC (interiorul reunit cu frontiera sa, obtinuti reunind cele trei

laturi). Atunci suma MA + MB +
planul triung juhii, are minimul $i maximul atinse in X. intr-adevir, X este
t4, iar suma respectivi "wariazd continuu cu punctul M" gis

multime compac
aplica precedentul corolar {fixind un reper in planul triunghiutui, suma devin

o functie continui de eoordonatele lui M).

Definitia III. 10. O aplicatie f: X
uniform continui dacd Ve>
dix,y) < 8(e), s avem d(fix)
‘inX siY).

03 &e)>0 astfel tncit Vxye X

- astfel ineit x € B(a,,

emei 111, 7, multimea fiX) rezults compacti deci £

pt lui AX), deoarece '

MC, unde M este un Eunct oarecare ditf

—, ¥ intre doud spafii metrice se numese

f) < . (Am potat cu aceeasi literd d distanteljk

4T . , ..
unciit c—ontmue pe mulfimi compacte §i pe mul;imf conexe
77

Eviden i icatie uni
t, orice aplicatie uniform continu# este continui

TEOREMA ITI. 8. Da :
- -8 Dacd f: X — ; ;
este uniform continuA pe X, Y este continui gi X este compact, atunci f

DEMONSTRATIE. Fix3
TIE. Fixdim V ¢ > 0. Cum f este continui in orice punct ¢ e X,

( ) < i i
. 2 . )3 ; i
(ﬂ ) < . 3

X= U Ba, 8(a), .
sox —5 ::iﬁl cum X este compact, existd un numir finit de puncte

. 0, € X astfel incit

o(aq)
2

)U..UB(a,, 2%
2

X=Ba,,

. 1. |
) sifie § = Emm(ﬁ(al),...,‘a(ctzp))

deci & > 0 (strict ). Fie acu
. mVxye Xcud(xy) < i exi
A Ly} < 6. Atun = ;
s A ; ciexistd i, 1 i < p,
2
dly,ap<d(y,x) +dx,e) <8 +

} si ca atare, d(flx),Ae,)) <X deci
2

6(0'1') .
3 <8 (a;) deci d(f’(y),f(a,-))<%.

In concluzie, d(flx),Ay) <d(Rx),fla)) + d(fy),fa)) <= +
)

% = . Agadar, f este

uniform continui. pe X,

EXEMPLU. Functiaf ; ’ '
s¥ Judm e = 1'1;lrzlai:]l:x:uj;]El BlaiArdy x* nu este uniform continu. (In caz contr
rezulte 2 - éi o 1}“ existd 6> 1 astfel incit, Vxye R cu |x - n5 o
Y -Fiex=n,y=n+82 cunz1 natural Atunciy‘]v/< >SlEl
. n>1,

. ri§ +8¥4 < 1, ceea ce este absurd).

~ O functie f:
di‘fiziune j; af= E:,bj :f se numesgte gtajaté (sau in searii) daci existi
0<% <..<x,=b a intervalului [e,b] astfel incit f s3 ﬁg

i p ,x s X bl. Se VEIIﬁC
a; I [ ) ])? ] :3)) 1) [ n—1»

. ’

' EI"if‘-i.'I‘)rietalte.

'OROLAR. vice i ' ir
_ o Peniru orice functie continud f: [a,6] > R existi un ;
,b] — R de functii etajate astfel incit ¢, — f in M| ' §
. [, i

MONSTRATIE. Fixi
fel incitT v x;im[: bsi > 0. Deoarece f este uniform continui existd § > 0
. Y b1, |x-y| <8, [fx)-fly)] <e. Alegem puncte



78 1. Spatii metrice, aplicatii continte

‘1 fornd b-a
echidistante %y = &Xy%0%n = p astfel incit x;-X%_1% <d peniru
n

- [a,b] —» R punind @, (x) = fla) dacd
vy (%) = flx, ;) dacd x & I, _ 1,0}

ma inegalitate este 0 consecinta

1<i<n si defimm functia etajatd @,
x e laxy); 9x) = flxy) dacd x € [x1%9) -

Evident 1o, -fl = sup | o, (x) - )| <g;ulti
xela,bl

a faptului cé v x € [a,b] aparfine exact unui interval foc; _ pE) 1S i<n al
diviziunii si cum x; —%;
aceastd relatie are loc si

@, : lo,b] — R etajate astfel incit ¢, —

pentru x = b. Lu
fil € U/n deci ¢,

Definitia IIL. 11. Un spatiu metric X se numeste conex dacd nu existd
submultimi deschise si nevide A,B astfel incit A U B=XsiAnB=0.

Echivalent, X este conex < orice submulfime nevida gimultan inchisd st

deschisi in X coincide cu X.

_; <8, rezultd lo () - flo)] = ;- — ol <5 |

sm &= 1n, n=1 §i glsim {

O submultime Cc X a unui spatiu metric se numeste conexd daci este

conexi ca spatin metric cu distanta
existd multimi deschise nevide Dy,
Dlr\C¢®,D2r\C¢Q)§iC;D1uD2.

bmultime I a lui R este conexé

Se poate ar#ita ci o su
un interval (adicd V a,b € I,a < b, avem fa,b] < D). Daca

segmentul [,V
D — R* este conexd & pentru orice a,b € D existd o linie poligonald -L care

uneste a,b i este continutd in D (agadar, 3 Xy,Xg.--%p € D astfel incit
L = laxqd W %l W oo Y lx, - 1%l € D). Intuitiv, multimile conexe sunt
mulimi "dintr-o bucatd”. De altfel, se poate arata ci dacit (A)); .y sum

¢ dacd N 4;#=, atunci U 4
ief iel

u,v € R* se defineste

submultimi conexe ale unui spatiu metric X

este conexd.

TEOREMA IIL 9. Fie f: X » ¥

spatii metrice. Daci X este conex, atunci Y este conex.

DEMONSTRATIE. Daca Y ar fi neconex,atunci ar exista dous multimi deschist
i LA, FHB) ar fi de

nevide A,B c Y astfel incit A U B =Y,AnB=0. Atunc

asemenea deschise (cdcl f este co

plus X = f AU @), A nf

COROLAR. (G. DARBOUX, 1842 ~ 1917) Fie f:
un spatiu metric conex. Dach existd puncte a,

¢

indus#; aceasta revine la faptul cd nuf ultimi deschi !
1 eschise) sunt invariante la omeomorfisme: de exempludacdf. X - ¥
H : -

D, in X astfel incit D,NnDy,nC=0¢

daci i numai dacé este }

1=(1-tu+tvlte [0,1]} de capete w,v. O multime deschisif

ntinud), nevide (céci f este surjectivi) §il
YB) = . Deci X ar rezulta neconex, absurd

X — R o aplicatie continud p
b in X astfel incit fa) < HE

5. 10 exercitii
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fib) > 0, atunci exista £ € X astfel incit AE) = 0.

DEMONSTRA i
TIE. Multimea fIX) « Rrezults conexi conform teoremei III. 9. deci

va fi un interval. Atunci
i ci [la) f1b)] c AX). Dar 0 apartine intervatului [fa)fA6)) -

EXEMPLU. Asimils v ‘

iin B iIn ﬁé:;l:t‘;rprafata Pémintului cu o suprafati sferici X, conex

oritam od existd do \(’amperatura_ unui punct variazi continuu cu ’punctua{,

tomperatard. pentru :a puncte diametral opuse &, & pe X avind aceea :

#Hzx) tempera,tura th ;ﬁﬁiﬁ Vxx ES(;X ;(:Sé-fin e J;.’udiametraiul s&u opus si CSJ

x) = #(x) - L iderd functia continug f:

];(& e )é ;.stfi(lx; 31 c?f f(;g)st_a_r\(r)a el fEx)'ﬂxf) < 0 deci conform corolaruluifi‘e‘zx E) R,

= 0 adici #(&) = #(&). precedent

O aplicatief : X — Yintr 4 spatii
: e doud spatii metri
este biiectiva . ce se numeste omeomorfi 5
]; meomljet?tlva, Uconi_:lntxa gi £ este continui. Doud spatii (;r_flsm dac.a
Mult d(-)r e dack existd un omeomorfism intre ele pailh metnice se zic
ulte din notiunile definite anteri ehici o |
. rior — inchi ; s -
continuit i . s ) g1, compactl, m
spaj;iilo; :Ige;ﬂze_extmd fé_lra cl'lﬁcultétl principi,ale la catzul 11111'211?111{13 J
pologice. Proprietitile topologice (ce pot fi formulate in ’irﬁfgﬂ ;i

este un omeomorfism i
atunei o submulti :
densd x . . fime A a lui X esté com 5 ,
, conexd)} daci gi numai daed {A) are aceastd proprietatpacta (respectiv
. e,

5. 10 exercitii

1.:a) 54 se calculeze lim |__" gr-1 1 »
n— e 2n+1’2,—l+1‘:z-;\/§ in R%

b).Fie A,=

?\- i n
1+2 Vol nz1 83 i :
( nJ ] 2 1. 54 se determine parametrul real A daci punctul

o aplicatie continud si surjectivi intre douilf: ,?;?:Au este la distanta minim4 de (1,67} in R?

Fie f:X Y fiecti

: o bijectie si & o distants
- {fx),fy)), ¥ . istantd  pe Y. SA se arate ca §
¢i punind e ;‘Z Z&Xc}(jcey())btl?; Ot distantd pe X. Folosind acest rezuiata{I:) usrgu.:sz
e : [ Y= clgx — arct; s : : .
st spafiu metrie, girul x, = n este Cauchy, di}_’ Luecgzg‘;z:nfwtanta pe R si cd

X
;L . _ __—  dacd xeR
entru orice x € R, notdm @(x) = 1+ x|
1 daci x=oo
-1 daci x=-o
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S4 se arate ci mulfimea R este un spatiu metric compact relativ la distanta
dlx,y) = (o) — ¢y)|. Explicitati bila B(eo,r), r > 0.

4. Folosind principiul contractiei, si se rezolve (in R), cu aproximatie 1073 ecuatiile:
a)xt +12x - 1=10;

b) 3x + ™ =1;

axd+x8-21=0,

5. a) Si se arate ci dacii a,b € Ci'|a| < 1, atunci aplicatia ¢ : C > C, plz)=az+b
este o contractie. :

b) Fie D o dreapt4 fixatd dintr-un plan P si y : P — P aplicafia care asociazd oricdrui
punct @ € P, proiectia ortogonald a lui ¢ pe D. Este y o contractie ? Care sunt punctele
fixe ale lui y 7 e

kS

6. a) Dacé fg : X — Y sunt aplicatii continue, A c X este densi i V x € A, flix} = glx},
sisearatechAf=g. , '

b) Fie X un spafiu metrie i x, — a. S# se arate cd multimea (¢,%,,%,,...) este compacta.
c) Fie (X,d} si (X' d') spatii metrice. 84 se arate cil Xx X este spatin metric relativ la

distanta 5 definitd prin 8((6x),(,¥) = d(xy) + d'y) 5i & dacd X, X’ sunt compacte,
la fel este X x X'.

7. Care din multimile urmétoare:

A==y e B | 2%+ 2 1),
A,={zeC|1<|z| <2]

A;=fze C|lz=-il<2], .

Ay ={lxyz2)e R |1 <x?+y*<d,-1<221).
sunt: a) deschise; b) inchise; ¢) compacte; d) conexe ?

8. Si se studieze continuitatea urmétoarelor functii:

3 3
. Xt 2" dach (xy)#(0,0)
a)f: R SR, flx,y) = x%+y*

0 daca (xy)=(0,0)

dacs =0
BF R SR fap=] o

daci xy<0

: % daci z#0

A f:C—oC flz)=1 |2 :
’ 0 dacd z=0

daps X este compact, atunci f este un omeomorfism.

10. Fie X un spafiu metric i § : X x R — X o aplicatie continué astfel incit:
1°VxeX, 8x0=x '

5. 10 exercifii
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2QvreX, tt,e R B = .
Lty , Xt hts) = Blx,t) + £,). SH se arate cii V£ icati
T, X = X, x = 8(x,t) este un omeomorfism, ' © R aplicatia

INDICATIH SI RASPUNSURI

1. a) Limita se face pe'componente ¢l este (1/2,1,0,1).
b l = x T - .
) ul—ri A, ={e*,1); distanta este (e* -~ 1)2 + (e~* - 1)2 $i problema revine la a determina

minimul functiei d:,ei o variahild f(A) = e® - 2} 4 g% . 2}

2.8 ifici imedi i
e verificd imediat Dy, D, ,D,. Functia arctg:R— (—_g_,%] este bijectivi. Avem

dx,, ,,x,) = |arctg(n + p) - arctgn | = |aretg I | = p <1
N l+n(n+p) lenn+p) n
ecl girul x, = n este Cauchy. Dac ar exista [ € R astfel incit %, = I, ar rezulta ci

H=rca

lim |arctgn - arctgl| =0, adies % - arctgl = 0; absurd.

- 3. Aplicatia ¢ : R — [-1,1] este bijectiva §1 se aplicd exercitiul 2, luind & = distanga

euclidiana pe intervalul [-1,1]. Se chservi ci ¢ st ¢! sunt continue deci @ este un

omeomorfism. Deoarece intervalul [-1,1] este compact, rezulti ci R este compact

Dacl @ < r < 1, atunci bila B(e,r) este tocmai intervalul (1 _ r,m} ete.
r

4.a)x=

N lua = 1 = 1 : A q
s uim X = [0,1] gi ofx) = T Se observa ci ¢ este o contractie

dg coeficient % =.F29; se obfine & ~0,0833.

b). x =_;T(1 -e™);

" ¢) Beuatia se scrie x= .21 ete.

xt+x?

58 .0 = 0 - 0= latz - )l ol o) <i b lole
: 1.-)“’nuESteoc0ntrac1; @ |'| lalz ZJ)i = laldE) sik = lel;
- dreapta D,

9. Fie f: X —» Y o aplicatie continu si bijectivii intre spatii metrice. Si se arate d

ie (seobfine k< 1sinuk < 1); punctele fixe sunt punctele de pe

(s = : . . ’ istd un $11‘ 2, —>x cuag c A. Atﬁnci
W=f(lim a,) = lim fla,) - lim #(a,) = g(lim a,) = g x) deci f=g L ‘

It~y oo L~ on n—3eo L =3 oo

f
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b) Fie K ={a,xq,%;,%g,..1 51 KC U D, o acoperire deschisa. Deoarece a € K, 3 1, astfel
el

ineit ae Dy si totl termenii girului tncepind de la un rang incolo apar{in la deschisul
D; . Asadar, multimea K poate fi inclusi in reuniunea unui numdr finit de deschigi D,

deci este compacta.
¢) Un gir (acu,x_n" Y este convergent in X x Yo (x,) este convergent in X5 (xn_”) in X'.

7. A, este nchisd si conexé; A, este deschisd gi conex#l; A, este inchisd, compactd si
conexi; A, este nchisd, compacta si conexa.

lim fle,y)=0=£(0,0) decifeste continud

8. a) feste continui pe R* \ {(0,0}}; apoi
(x,y1— (0,00

si in origine;
b} f este continud in cele patru cadrane deschise gi in origine;
c) f este continua in C \ {0}.

9. Aritdm ci aplicatia g = f~ 1. ¥ 5 X este continud, adici intoarce inchigi in tnchisi;
dar dact F — X este un inchis, atunci X Bind compact, rezultéd ca F este compact si
g WF) = fiF) rezultd compact deci inchis in Y. Rezultd cii g este continud.

10. Aplicatia T, este continui (caeci x, = x implica 8(x,,£) — 8(x,2) deci T2} = T,(x));
apoi T, este bijectivd, avind ca inversa T_, iar aceasté inversi este de asemenea

continui.
Acest exercitiu este inceputul teoriei sistemelor dinamice. Tripletul (XR,8) este

numit un sistem dinamie in Xj elementele lui X se numesc stiri; dacix € X, atunci
8(x,t) es numeste starea sistemului la momen

{80x,8) | £ € R} este orbita lui x.

tul £ dacd starea lui la momentul 0 era §

x. Functia 3 se numeste tranzitia de stari, iar T, tranzitia la momentul £. Pentrux € X
fixat#, aplicapia R — X, ¢~ 8(x,¢) se numegte migcarea sistemnului prin x, iar multimea §

LECTIA AIV-A

SPATII VECTORIALE NORMATE
SERIT DE FUNCTII ’

INTRODUCERE

géarel}}:lx_;lrg (\lrsctorialeA normateS ‘EIS\TVN) constituie eadrul natural pentru teoria
, decarece in orice se pot face sume finite si i imi
de . _ §1 treceri la limita.
Totodata_ se dezv?l’ga concepte importante de analizd liniard si de teoria
lcl?ex:atorllor, care 1_1 intereseazi nu numai pe matematician, dar si pe inginer
a];%:il:i ge ‘;pajslu \Eectorial normat a fost introdusi de matematicianui
i - WIENER (1894 - 1970) si se dovedegte 1 i
: can N. WIEI : ste in continuare un concept
Eegmzabll. Bmel_nf;eles,.l}m ne restringem la prezentarea citorva elemente ge
azl, care p(.ermlt familiarizarea cu noul domeniu desprins din Anali
m‘aterinatl?a $i anume Analiza functionald. ' “
%11?1119 "$1A seriile de functii constituie un instrument esential in "jocul cu
infinitul", in fermule aproximative dar cu evaluarea erorii. Seriile de puterisi -

lle g metrl I‘ep p TT] 5] gl mer |L I; 11

1. Norma4, spatiu Banach

In cele ce urmeazi, prin ‘J*Cvpm desemna fie corpul R, fie corpul C.

| Definiti ' i : '
_ efinitia IV. 1. Fie E un H - spatiu vectorial. O aplicatie|-] : E—= R, x~ |x|
S¢ numeste normi pe E daed:

Ni.Vxe R, |x|20 si x| =0 < x =0 (pozitivitate);
Ny. Vay € E, Jx +y < x| + [y] (inegalitatea triunghiului);

Ny Voe H xe E, jox| = |a|]x] (omogenitate).

I spatiu vectorial pe care est 5 x . ] ,
rmat (SVN), P e fixatd o normg se numeste spatiu vectorial
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Ca o consecintil, pentru orice x,, ...,x, € E avem

’

IV 2d< Y Il siVxye B, (Il -yl <le -y
i=1 i=1 :

fn primul caz se rationeazi prin inductie. Apoi
Il = e~y + ¥ < I -yl + Iyl deci Jxl - vl < B -l

schimbind x cu y avem |y} — lx] < ly — x] = lx - ¥I.

1
n n
. 2 {2
llxllz{z x; \ fely = 35l s Bl = maxf]
P=1 '

i=1

Se verifici tn fiecare caz in parte proprietitile Ny, Ny, Ny si se obtin trei ‘

norme pe spatiul R* si trei exemple de R -.spatin vectorial normat.

EXEMPLUL 2. Fie H = C, E = €. Pentru orice z = (z, ..., 2,) € E se definesc

1
n n
Izl = [Z izilz]i: Izl = E |2;], Jzl.= mgx|zi| s
i=1 | i=1 i .
definind norme pe spatiul C".

EXEMPLUL 3. Fie H = R. Definim

a) 115%5:(3%);120 l anR, vn $1 seria E ]xfd BS{ZB C}’

nz0

1, este un SVN, relativ la norma definita prin

<l = i a1 -
n=0

b 12={xl=(xn)n20 | x,eR, Vn i seria Y xi este C};
nz0

I, este un SVN relativ la norma.

- 1
Wl = (Y %)%,

neQ
) L.={x=(y)nno | x,€R, ¥n gi x este un gir mirginit};
Spatiui 1_ este un SVIN real relativ 1a norma x| = sup|x,|. (Operatiile in &
. . n .

b, ¢, sunt cele naturale).
Exemple analoage se construiesc peste corpul H = C.

. 1. Normd, spatiu Banach

85

EXEMPLUL 4. Fie A o multime nevidi si E = MA) mulfimea functiilor

mirginite A — R. Pentru orice f € E, norma-sup este definiti prin

I71 = sup|flx) |.
xeA

© Se verificd Ny, Ny,N; si MA) este un SNV real relativ la norma-sup.

: EXEM'I-';LUL 5. ];)acé X este un_spatiu metri¢ corﬁpact, notdm cu C(X) multimea
' functiilor continue X — R; orice astfel de functie este mirginiti deci C(X) este
EXEMPLUL 1. Fie 3 = R, E = B”. Pentru orice x € E, x = (x;, ....%,), se definesc | i
) ¢ sup. In cazul ¢ind”X = {a, b], notdim Cla, 3] in loc de C| i
7 I . , bl, ) a, b]), mul
; functiilor continue f: la, 5] — R; pentru orice f & Cla, bl, deﬁnin]n mefimes

un subspatiu al lui MX) si in plus, C(X) este un SVN real relativ la norma-

b
GRRIROIEY

. 5l se obfine astfel o altd norm4 pe spatiul Cla, b}, in afara normei-sup '

Revenim la ca cazul general si fie (E, ||) un spatiu vectorial normat peste

b . Pentru orice x, y e E punem dxy) = |x - ¥I $i in acest mod se definegte o

: ,distfanta“l pe E. Asadar, orice SVN este in mod natural un spatiu metric
_; (reciproc, nu; de exemplu Q nu este nici micar R — spatiu vectorial degi este

spatiu metric relativ la distanta euclidians d(x,y) = |x
‘ 2y =[x — y]). Bl i
SVN se numesc vectori, sau dupi caz, puncte. » = [~ yD. Blementele uni

fri orice SVN existd un punct remarcabil, originea 0 si norma oricirui vector

x este tocmai distanta de la origine la x, anume fx|| =[x - 0 = d(x,0) = d(0.x)

i Fie E un M - spatiu vectorial normat; pentru un gir (x,), ., , de puncte din E
§ avem x,—x < lim {x, ~x[ =0. “

n— o

| Definitia IV, 2. Un H - s -' i A
._ . 2. — spatiu vectorial normat se numeste spatiu B
. dacﬁ el este complet (adic# orice gir Cauchy este convergegnt). pot anach

.:j- .E@MPLUL 1. R" este spatiu Banach (relativ 1a norma I4,); similar pentru C*.

rgumentul il constituie teorema III. 1. a).

EMPLUT, 2. Se poate demonstra ci {1, 15, 1, sunt spatii Banach.

; Emi"'l*/IPLUL 3. Pentru orice spatiu metric X, spatiul MX) este Banach relativ

Orma-sup {(conform teoremei II1. 1. b)).

'REMA IV. 1. Fie E un H - spatiu vectorial normat.
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a) Daca x, = %, ¥, =y (In E) ¢i 0, > (in H), atunci x, +y, > x+y §i
a,x, — ox in E. :

b) Aplicatia N: E —» R, x » ||xl|A este uniform continud.

¢) Pentru orice x € E gir > 0, avem B = B/x,r).
d) O submultime AcE este mirginitd ¢« mulfimea {jxj;x < A} este
mirginitd in R.

DEMONSTRATIE. a) Este suficient de observat cd
Iz, + ¥, —x-yl<1x, fxll +ly, -yl sicd
lo,x,, - oxll = hot, (x, — %) + (0t — ozl < o, | I, — 2l + Jot, - o lixd
si sd aplicim lema clestelui.

b)| <l =yl | € I - ¥l ete.

¢)Fiey e Bareuly —«xl srsilo), 0<o, < 1,¥ne N,cuo, = 1 Atunci §

Y, =%+ 0y - x) € Blx,r) §i yn. -y deci y € Blx,r) etc.

Fie E un SVN si {(a,), »o un sir de elemente din E. Se defineste girul

‘ (s,), o al sumelor partiale, s, =ag+aq+ ..+, Seria Y, a, se zice

nz
convergentd, cu suma s (s e E) daci s, — s, adicd
lim flag +aq +..-+a, -sl=0. In acest caz, a, = s, - 5,1 — 0. Seria Yy a,se
n—, n=0
zice absolut convergenti (AC) dacéd seria de numere reale si pozitive

I

Y Je,l este C.
nz0

TEOREMA IV. 2. Intr-un spatiu Banach E, orice serie AC este C.

DEMONSTRATIE. Fie E a, presupusd AGC sl € > 0 arbitrar fixat. Deoarece

. n=z0

seria Y, Ja,| este C, rezultd ci existd N(z) astfel incit Va = N(e), (V)p 21,
nzl .

la, .1l + - ¥ la, . i < €. Dar atunci Ja, . ... ¥ @, Lpl<e adicd ls,. ;- sl <.

Deci sirul (s,),, este Cauchy si cum E este complet, girul (s,),,, rezultd -

convergent, adicd seria 3y @, este C.
nz0 '

2, Sirdrt gi serii de functit 87
2. Siruri i serii de functii

Fie A o multime nevidi, (f,), ., un sir d i1 i
' idd, (£, gir de funcfii A SR sif:A > R o alti
functie. Rezultatele rimin valabile gi in cazul functiilor eu valori complexe. :

Definitia IV. 3. Se spune c¢i sirul (f})},,, este punctual (sau simplu)

o . BC
convergent pe A ciltre f §i se scrie f, — f dac8 Vxy e A, £, (xg) — flxy).

Sirul (f,),. Se zice uniform convergent pe A ciitre f si se scrie f, U—C;. f daci
n
&
Ve>03N P
. :A. 7 (z) natural astfel incit Vn ZN(a), if.(x) - flx)] < €, pentru orice

TEOREMA 1V. 3. Fie (f,),., un sir in MA) si f ¢ MA).

. UC .
a) Avem f, > f & ,}Enm"f“ - fl = 0 (pentru norma-sup), adica f, — f in MA).

b) Daci sirul f,, este UC pe A, atunci £, este PC pe A.

I

uc ' '
DEMONSTRA?IE. a) Faptul cd f,, — [ este echivalent cu aceea ci Ve > 0 IN(¢)

n?.tura] astfel incit Vn 2 Nle), Sugifn(x) -flx)| <e, adica |f, -fl <e deci este

echivalent cu lim |, -/1 = 0.
n—ca

uc
b) Daca f, — f, atunci ¥ x; € A este indeplinitd, conform definitiei IV, 3

‘ urmitoarea conditie: Ve > 03N(=) natural asffel incit Vn = N(g)

|_fn(x0) - flxg) = € deci £, (xo) — flx,). Asadar, f, IE f

Comentariu. Studiul PC gi UC se realizeazi dupd urmitoarea schemi:

| ‘tapa 1. Fiind dat girul de functii /, : A 5 R, se calculeazd fx) = Hmf,(x) si se

de . ) n—rw
etermind multimea B < A a acelor x pentru care aceasts limitd existd si este finiti.

R ‘ T
| “tapa a Ila. Rezltdcd f,, f .pe B. Se. calculeazd: o, < |f, =) = supifi () - flx)]
. L o - n s N . E:'B‘ 3

folosi . . ..
Plosind eventual tabloy de variatis,shipagiel £.() = /4 28 muliimea By milisor
g €& & R




88 i IV. Spatii vectoriale normate, serii de functit

uc .
Etapa a ITI-a. Dach g, - 0 atunci f, = [ pe B. Daci =, $ 0, convergenga nu este

uniformé.
in cazul cind A = [a,b], se poate da o interpretare geometricé sugestivi: faptul cd

\

uc ..
f. — f pe [u,b] revine la aceea ¢i Ve > 0, in "tubul® delimitat de graficele functiilor

f—¢,f+ ¢, incepind de la un anumit rang sunt situate toate graficele functiilor £,.

EXEMPLUL 1. FieA = [0,1)5if,®) =

ﬂ.-—)m

. N UC N
A Dar f, — f pe orice interval B = [0,/] cu 0 <r < 1, deoarece in acest caz,

llfn—Oil-:suplx"| =r"—0.

EXEMPLUL 2. Fie A = [-2,2] si fn(x) = ’; Avem lim f,, (x) 1,Vxe A 51
: . n+ R

uC
n—l{—su I - 1]- 3 —>Odecifn—¢1peA.

redA B+ 1 n+1

If. —1n=suia|"

O problem# importanta o constituie transferul de proprietiti de la un gir §

de functii la functia limita. in acest sens, are loc

TEOREMA IV. 4. Fie X un spatiumetricsif,, f: X = R. Daca Vn = 0 [, suat

e
continue gi daci f, — f pe X, atunci f este continud.

DEMONSTRATIE. Avem de ardtat ci f este continui in orice punct ¢ € X Fieg
x, — a deci trebuie arftat o flx, )—> fla). Fixam ¢ > 0 arbitrar. Deoarect §

)

fn —) f pe X pentru p — oo, existd un rang N = N(g) astfel incit Vp 2 N,

\fo (x) flx) __,V x € X;in particular, |fy(x,) - flxy)| < <5 ¢ si |fyle) - fla)] <,_
in fine, deoarece functia fy este continua in a, 1ezulta i fyx,) = fula) decl
pentru orice n suficient de mare,

la' un rang incolo, seriind c&

#ifl) = fla) =iflag) = FanlE D+ th(x e fN(a)] SHRAGY 2 AN

it I’{

gt

¥ 7 > 1. Evident lim f,(x)=0 pentru orice |

~ Deoarece f, — f, rezultd lim|f, -f =

) - dad] < _3_. Atunci pentru orice n def§: Vo
_ -. M arita cd aceastd parte a teoremei are loc In condifii mai generale,

resulta S RGIFE S010 = N CARET 2 RO .
: |

2. Siruri gi serii de functii
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:;Effl)nREl\;IA IV. 5 Dacd X este un spafiu metric compact, atunci spatiul C(X)
ctitlor continue X — R este un spatiu Banach, relativ 1a norma-~sup

DEMONSTRATIE, Evident C(X) c M(X), deoarece X este compact. Dac )
=
este un sir Cauchy in C(X), atunci el este gir Cauchy in MX), care este spa{:n.(:
metric complet (relativ la "sup"). Rezulta ci existd f e MX) astfel incit fL=F
n

relativ 1a norma-sugp. Conform teoremei IV.3 a), aceasta inseamna caf, U_C> f

pe X. Functiile f, fiind continue pe X, rezultd ci f este continui i ca atare

. f, = Fin C(X). Deci spa 1u1 C(
x e Adecif, — f peA. Apoi if, - 0 = sup |x®| =1 -» 0. Deci £, nu este UC pe f %) este complet.

TEOREMA IV. 6. 2) Daci £, : k) — R este un sir de foncfi continue 5i dacif, — f

pe [e,b], atunci

b b b b
lim [fu@rdx = o), adiea limen= faimp,.

b) Fie (f),5, un sir de fupct,ii la,b] — R derivabile, cu derivati continui. Fie

.- r P V PC
1,8 functii mérginite [a,b] - R. Daci f, — f s f,:lzg g pe intervalul [a,b]

.atunci f este derivabild pe [a,6] si f' = g, adicd (lim £,) = lim f’

—res n—ea

DEMONSTRATIE. a) Mai intii si ohservim ci

b b b ’ b
0< |ffn(x)dx - ff(ﬁﬁ)dxi = |ﬁfn(x) - fe)] dx| sﬁfn(x) - fla)| dx <

b
< [If, - Aid = If, - A1 - ).

0 deci lim ff ff

n-»os n_)m

llm
e este suficient s presupunem ci functiile f sunt 1ntegrablle Rlemann)

). Fi
1€ X un punct fixat arbitrar din intervalul [a b] Conform formule1 Leibniz-

ewton avem Vn
: =0,
. duag e -:-— v lurie tz 2 srone oo A og

s 9fu9 Slagivmitg Sreldot I | :
2 Hegisming sneldowg O J(oougivet iz ua) DY sdas D17 aiter 03i0)
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b
[runat = £, - fl@)
PC

gi facind n — o=, deoarece f. = [, rezultd

lim [fi()dt = flx) - ).

n—re
a

. uc
Dar ffl — g si aplicind a), rezulta ci v xe labl,

[etrd = f) - fla).

Deoarece fn’ sunf continue pe [a,b], atunci aplicind teorema IV. 5, rezultd ci
g este continu#. Atunci functia f rezultd derivabild §i in plus, f(x) = g(x),

¥ x € la,bl.
(Am folosit urmitoarea teorema din liceu: Dacd f: la,b] — R este o functie

) x
continui gi definim F : [a,b] - R prin F(x) = ff(t) d¢, atunci F este derivabild

pe intervalul [g,b] §i in plus,'F/(x) = flx), Vx e la,bl. Aceastd teoremi este §

atribuitd lui I. BARROW, 1630 - 1677, profesorul marelui I. NEWTON, 1643 -
1727).

Trecem acum la considerarea seriilor de functii.

 Definijia IV. 4. Fie A o mulfime nevidd gi f, ' A > R un sir de functii,
s,=fo+ 1+ tf,, nz0. :

nz0
(s, )0 este PC;

n—>ea

sx)= Y, fx),VxeA

=10

Seria de functii Z f,, se zice uniform convergentd (UC) pe A daca este PC

voghe st RETETER 1) S T R I Dt
O o pavn  aobis

pe A cu suma s §l girul s, = s pe A. A

%

Orice serie UC este PC (nu gi reciproc). O problema principald este acee?)

2. Siruri gi serii de functii a7

a 111dlca ¢e Pro et 1 23 rie ) :
sumel seriel.

TEOREMAIV. 7. Fief, : [2,6] —» R un sir de funetii.

a) Dacd f,, sunt continue gi seria Y f; este UC pe A cu suma s, atunci s este
n=z0 ‘

continui pe [a,b]; in plus,
-bf w B o o w b
stx)dx = Y |f,(x)dx, adica =
a ES n=0£~ J:%%ﬁa };}Jﬁr

(Deci seriile UC de functii continue pot fi integrate termen cu termen).

b) Daci seria 2:0 f,, este PC, f, sunt derivabile pe [a,5] cu derivata continui
nz '

oo

si ) }“,’l este UG, atunci suma s este derivabila pe la,b] i in plus, s/ = }° il

nz0
n=0

oa

! diCé. "': 3 a . .
a (HE::O ) E f:’z (se mai spune ci seria E [ poate fi derivati termen

n=0 n20

“cu termen).

Demonstratie. a) Conform i i 1
t ipotezei, Pumnd s,=fo+fi+ .. +f,n20 avem

uc '
s, = s pe la,b] gi aplicind teorema IV. 5, rezulti ci s este continua. In plus

‘ 5k bob b b
lim [s,= s, adica Lim [[f, + [
n%ma " a , n-——)m[ fo f1+“.+J-fn]= s’
o a -
| \ , @ a
deci seria Y ffn este C, cu suma fs

n20 4 p

]

3 b)_F ii N s . PC
Seria de functil Z 7. se zice punctual convergenti (PC) pe A daci siral unctiile s, sunt derivabile cu derivatd continué gi in plus, s, — s pe [a,6}. °

. - . . . & Pentru seri i :
in acest caz, suma seriei este s=lms, g1 se scriclg seria 3> frlz sirul sumelor partiale este tocmai s; si acest gir este UC

nz0

L

G‘aﬁre o functie g. Aplicind teorema IV. 6, rezulti ci s este derivabiligis’ = g

dick s'= 3" £,

n=0

EMPLU. Considerdm si o~y _ '
S onsiderdm sirul de functii £, : [0,2] - R, n = 1, cu graficul din
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~~ .
W]
&

¥

0

A = = = - ==
=

Fig. IV. 1

2 2 2
Evident, ffn = ffn(x)dx= 1 pentru orice n = 1 deci lim ff,f—' 1. Pe de altd
0

n—yee )
PC 2
parte, f,, — 0 (deoarece Vx € [0,21,f,(x) — 0). Asadar f(limfn) = 0 sirelatia din
2 .

teorema IV. 6 a) nu are loc. Motivul este ca §ifu1 (f,) na este UC ciitre 0 pe

[0,2]. Totodat#, rezultd ‘ca seria Y, [f,(x) - f.-1x)] nu poate fi integrata

nz

termen cu termen pe intervalul [0,2].

Din cele de mai sus, rezultd utilitatea unor criterii de UC pentru serii de
funetii si in acest sens, are loc

1815 — 1897, de

TEOREMA IV. 8. (criteriul lui K. =~ WEIERSTRASS,

convergenti uniformi). Fie o serie Y f, de functii mirginite f, : A - R

nz0
si Y}, a, o serie C de numere reale pozitive. Dacd Vx € A, [f,(x)] Sq,
nz0
(incepind de la un rang N; dec1 Vn 2 N), atunci seria Y, f, este UC pe A..

nz0

DEMONSTRATIE. Avem {f, | €, pentru norma—sup deci conform teoremei IL 4 § '_

seria rezultid C, adicé seria este AC in spatiul Banach HA). ;.
a3 Il INE pat ."_-§1'1ema clestelui aratd cd Tl(x,) — T(x).

n=0 nz0

Conform teoremei IV. 2, seria 3 este C in MA). Dar convergenta unei
n20

serii in MA) revine la convergenfa ei uniformé pe A (conform teorcmei
IV. 3 a) aplicati pentru girul sumelor partiale).

3. Aplicatii liniare gi continue intre spatii vectoriale normate 93

. sinnx
EXEMPLU. Seria 2 - este UC pe R, deoarece Vxe R, Vnz1
. n2 .
sinnx 1
| — < = i seria E — este C.

n? rnzl

3. Aplicatii liniare gi corif;inue Intre spatii vectoriale normate

» g v ;'.l I
.Fle. E F t%m.xa SVN -peste acelagi corp H(H=Rsau O siT:E>Fo
aplicatie f}{-h{naré; agadar, Vxye B, Vie M, T +y)=Tx)+ T(y)
T(hx) = AT(x) si in particular, 7(0) = 0. Vom nota uneori Tx in loc de T{(x) ia1:

' normele in cele doud spafii sunt notate la fel.

TEOREMA 1V. 9. Sunt echivalente urmétoarele aﬁrmalnl
a) 7' este continui pe E;
b) T este continui in x = 0 (originea lui E);

c) existd M > 0 astfel ncit Vx € E, |T(x)] s Mx].

" DEMONSTRATIE. a} = b) este evident;

b) = c)
Ib’ll< 6 ]

Fie e=1 Atunci existdi &3>0 astfel Vye E

174 <'1. Lusim & astfel incit 0 < § < 8. Fixdmx e E arbitrar, cux # 0

incit

. ! ‘,
Riley zia—ux' Atunci Jy] = 8/|-% ]
X

=8/<d deci [T())|<1 adicé% 1T <1
x

i t = 1 a5 3 .
si putem lua M A Rezultd cd Vx ¢ E, x20 avem |7(x)| <M|x. Pentru

x =0 aceastd inegalitate este evidentd.

¢)= a). Fie V x ¢ E fixat si x, — x. Atunci

0<|Tx,) - T() = [T, -2} < Mlx, - |

OROLAR.
01) Orice aplicatie liniard continui T': E — F este mirginitd pe bila

QNSTRA:[‘IE. Dacd |xf <1, rezultd |T(x)] <M conform implicatiei a) = ¢).
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Comentariu, Daci aphcapla T : E — F este interpretati ca un "sistem intrare-iegire”
care fiecdirei intrari x 1i face si corespundi iesirea y = T(x), proprietatea de liniaritate

a lui T exprimd "principiul suprapunerii efectelor” ( conform céruia dacd x;~ y; gl

p p
%, € H pentru 1<i < p, atunci intréxii Y Ax; ii corespunde iegirea Y Ay;, unde
i1 i1

¥ = TG,

Daci In plus, T este continud, atunci 3 M > 0 astfel incit ﬂ?ﬁsl\f[ pentru orice |

flx

x € E, x# 0. Deci M apare ca un majorant al rapoartelor intre normele iegirii gi intrérii |

sistemului. T Numarul real T =inf {Mmso | Yx e B, [TI=Mlx| } este numit [
norma lui T si se interpreteaza ca un "grosisment" al sistemului, indicind capacitatea

sisternului de a amplifica intrarile. Evident, Vx € E, [T()[ <17 |=i.
Fie p spatiul vectorial real al girurilor nule da la un rang incolo; pentru orice

x = (x,),50 € P, punem jx] = max |x, | Aplicatia T': p - R, Tix) = E x, este B-liniara,
" n-0

dar nu este continui (intr-adevér, altminteri 3 M >0 astfel incit |!x|[<_€1 imnplicd
|T(x)| € M. Alegem n natural astfel incit n > M §1 girul x=(1,1,...,,1,0,,...) deci

noori
|z = 1 si T(x) = n; contradictie).
Acest fenomen al existentei de aplicatii liniare necontinue este intilnit numai in cazul
spatiiler infinit dimensionale.

Fie H=R si E un spatiu vectorial normat finit dimensional. Daci
dimg E =n si B =le, ey, ..., ¢,} este o bazd a lui E, atunci Vx € E existid
A, € R astfel incit x =Y Ae;. Vom considera aplicatia

i=1
Ag); T este un izomorfism de spatii vectoriale.

scalari uniei A ...,

T . E"")]Rn, T(x)=(l1,...,

TEOREMA IV. 10. Fie T ca mai sus si pe R si considerdim norma | {.
Atunci T si T~ sint continue (T este un omeomorfism).
" DEMONSTRATIE. T~ '(Aq,...,

i=1
continuitatea aplicatiei T .

Fie S={LeR"; [Aly=1 sif: S =R, AN =T XA (| | este norma in E). b) Este suficient si aritim ci D este discontinui in origine. F‘ie']c

Aplicatia f este evident continu# (compunere de aplicatii continue) gi L) # 0
V2 € 8. Multimea S fiind compacti deducem ci inff = >0 (egalitatea este
5

o notatie). Daci x e E, x #0 deducem T(x) =0 gi deci lT(x) €S ded

[ Tx (o
T(x) >
i1Txi,

12 de unde [Tx], __ilx]! Cum inegalitatea este evidentd pentru.
1

A=Y Ae; sl folosind teorema IV. 1. rezulti |}

3. Aplicatii liniare i continue intre spatii vectoriale normate ‘ 95.

x = 0 rezultd T continui (teorema IV.9.)

Dacd E este un spatiu vectorial real, doud norme ||, |, se zic
echivalente daci existd constinte o> 0, B> 0 astfel incit Vxe E,
fxly € oclixlly si Bzl <Blxl, . In acest caz multimile deschise in spatiile metrice
asociate sunt aceleagi (deci topologiile coincid). Din teorema de ia sus rezulti

cu ugurinti:

a) Orice dou#d norme pe un spatiu vectorial finit dimensional E sunt
echivalente. #

b) Fie E un spatiu SVN real. Orice subspatiu vectonal FckE de dlmensmne
finitd este inchis in E.

DEMONSTRATIE. b) Cu norma indusi, F rezulti un subspatiu Banach (izo cu
R, unde n =-dimy F); dacd x, - x cux, € F, atunci x, este un gir Cauchy si

cum F complet, rezultd x € F deci F este inchis.

TEOREMA IV. 11. Fixim un interval la, b], a < b.

a) Luarea integralei I: C%q,b] — R, I(fy = ~f}‘(:c)dx este o aplicatie liniard

continui.

b? Luarea derivatei D : CYg,b] — CPla,b], D) =f este o aplicatie liniari
discontinud (pentru notatii vezi pag. 99).
{Pe spatiile vectoriale reale C%a,b), Cl[a,b] se considers norma-—sup).

DEMONSTRATIE. a)

Pentru orice functie continud fe C%e,b], avem

b b .
| < flﬂx)] de < ﬁlf ldx = (b - @) | ]l sise verifici deci conditia c) din teorema
a a .

IVL 9cuM=b-a.
" e, bl - R,

_fn(x) =_1_sinn(x -a), n = 1. Evident |f,| <L deci f = 0 darlfl | =vVn — e

n n

teci Df, 4 0.

Comentarm Teorema IV. 11 explicd de ce integrala este mai hine adaptats decit
ivata, in aplicarea metodelor aproximative numerice. Anume, la variatii mici ale lui
torespund variatii mici pentru I(f), in timp ce doua functii denvabﬂe pot fi "foarte
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apropiate” relativ la distan{a—sup, dar derivatele lor si nu aibd aceeagi proprietate
(deci dach f~g, nu rezultd ci f/ «g’).

Reluim cazul general si fie E, F doud spatii vectoriale normate peste H.
Vom nota.cu (E,F) H-spatiul vectorial al aplicatiilor liniare si continue de la

E si F. Pentru orice T € UE,F), se defineste norma | 7’| = cel mai micM 2 0

astfel incit V x € E, | T(x)[ <M |x[. Se poate ar#ta ugor cd

iTj= |I§c}i121 1Tl = sup, 17

TEOREMA IV. 12. Daci E, F sunt SVN si F este spatiu Banach, atunci
9(E, I} este spatiu Banach, ‘

DEMONSTRATIE. Se verificid imediat ¢ asocierea T~ [7l este o normé pe
QEF) deci Y(E,F) este un SVN, Riamine si ardtim cd <(E,F) este spafiu
- Banach. Fie (T,),,, un sir Cauchy in $(E,F). Deoarece Vx e B, Vmne Iy

IT, () - T, (I 1T, ~T,Hxl), rezultd cd Vx e E sirul (T, (x)),5 este Cauchy
in F. Dar F este spatiu complet deci sirul (Tn(x))nzd este convergent in F gi
definim T : E — F prin T{(x)= lim T, (x). Aplicatia T este evident liniard gi

n—r 0

réimine si aritdm ci este continu# si ¢ 7, — T in L(E,F). Fie Ve > 0. Stim §

ci ‘existi N(g) natural astfel incit V mmnzN(), [T,-T,l<e ded
1T, -T(x} <elx] i ficind ~m = oo 1TC) - Tl <efxll, Vxelk
Vn2N(E). Rezults c¢i T, -Te EF) deci Te HEF) si-in plus,

IT,-Ti<e, Vn 2 N(e), adicd T, = T in (B F).

COROLAR. Luind F = H, rezulti cd pentru orice SVN E, spatiul (&,30) al
functionalelor liniare si continue este Banach.

OBSERVATIE. Un rezultat important, cunoscut ca teorema Hahn-Banach § 'OBS'ERVATII 1) Notatia ¢ pentru variabila reald amintind de "tim
ind de p" are

Justificare in originea cinematicd a derivatei; de exemplu pentru E = R, o

aratd cid spatiul Q(E,H) este "suficient de bogat". Anume, pentru H=Rs

M c E un subspatiu vectorial al SVN real E gi f: M — R este o functionald g .
liniars continui (M avind norma indusi), atunei existd o functionald liniard

si continud f: E >R astfel incit FIM=F si Ifl =Ifl. Aceastd teorem# 5

extinde gi la ecazul H = €. Nu dém demonstratia. Din aceastd teoremé se pob
deduce doud consecinte utile:

1) Fie E un SVN peste H si x; € E, x,= 0. Atunci existd o funcfionald liniard

4. Derivarea functitlor e valori vectoriale 97

i continud T': E ~» H de no'riné 1 astfel incit T(x;) =
(SeiaM="Hx,sif: M - R, flhxg) = Aacgl).

b,

2) E este un SVN peste H gl x,,%, € E, x,#x,, atunci exist3 T € YE,H) astfel

incft T(x,)#7T(x,) (se consideri x,=x,-x, $i se aplici proprietatea

anterioard); se mai spune ci T este o functionald liniari continui care
separi x,,x,.

Daci E este un SVN peste ‘H, se scrie s;-E(E) in loc de 9(E,E), iar elementele

‘lui £(E) se numesc gperatori liniari si continui ai spatiului E in el insusi.

Pentru orice f g € 9(E) are sens compunerea g9 e LE)} i E) este ‘J{-algebra
agociativi; in plus ]!g°fH < iAlkgl .

4. Derivarea functiilor cu valori vectoriale.

Formula 1111 Taylor si aphcatu

Presupunem H = ]R fie IcR un interval deschis, £, e I. leam de
asemenea un SVN real E si o aplicatie f: I.— E.

Definitia IV. 5. Se spune ci f este derivabild in ¢, daci existd In-E limita

ﬂt) pits 0)

o notata Jid ¢y si denumiti denvata lu1 fin ¢,

f.—)tu

" Aceasta revine la faptul ci. ¥V ¢ > 0 3 8(e) > 0 astfel incit dacd ¢ € I si

e £) - fit
Q,'< |t -] < 6(8), atunci ][ﬂ)_ﬂ(.’.). —f’(to)ﬂ <g

: ~ g

. - Dacé f este derlvabﬂa in orice punct din I, se spune c4 f este derivabila
pe I'siaplicatia f/: I > E, t ~ Fle) se numeste derivata functiei f.

functie f: I — E este o “mlgcare in spatiu, iar f/(¢) este viteza la momentul #,

: _?() Dacd E = V;;, multimea vectorilor liberi din spatiu, o aplicatie f: I — V; este

llmi_té un cimp de vectori definit pe I. Daci se alege un reper ortogonal Oxyz
i spatiu, de versori i, j, K, atunci V¢ e I, flt)=f1(t)i + f,t) + 5Dk , cu
nponentele scalare f IR 1753

Se definesc fari dlﬁcultate derivatele laterale si se pot considera functii
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date pe intervale nu neapirat deschise. Se extind de asemenea proprietitile
binecunocscute din liceu (unde E = R); de exemplu:

—daci f este derivabili in £,, atunci f este continui in £;

~dacd f,g: I > E, 0,f e R si existd f’(te), g’(to) pentru ¢, € I, atunci existi
(of + BgY(t,) si este egal cu of(¢y) + Be'(ty);

—fie f:I — E si o:I — R derivabile in ¢, € R; atunci produsul of este
fanctie derivabila in £, si (0fY(2y) = LEIAL,) + Al (ty).

—dacs o :] — J este derivabild in t,e I, cu valori in intervalul J si |
g:dJ — E este derivabild in offy), atunci geo. este derivabild in £, si |

(goo)(to) = &'lext N(Ey).

In cazul E = R" are loc:

TEOREMA IV. 18. Fie f: I - R®, f=(f}, ..., f,); aplicatia, f este derivabild
intr-un punct ¢, € I dacd gi numai daci fj, ..., f,, sunt derivabile in £, i in

plus, f(ty) = (3l . £/
DEMONSTRATIE. i’entru orice t € I, ¢ # £, avem

L (1) - fizy) = 1) —fl(tg)m £ ~Fulto) | _
t-fp t-t, t-1,

si trecerea la limitd (¢ — £;) se face pe componente.

EXEMPLUL 1. Fief: (0,00} — R AD = (2, Int, 2¢ + 1, ~3). Pentru orice £ € (0,=)
avem F(2) = (2t,1/£,2,0). '

EXEMPLUL 2. Fie I=102n], E=R%i f: 1> R?, At) = (cost, sint); f este
derivabild pe I gi Vte I, At} = (—sint, cost). Se observi ci desi 0) = AA2n),
derivata nu se anuleazd in nici un punct. Deci teorema lui Lagrange a
cresterilor finite nu se extinde la funcfii cu valori vectoriale, sub forma
cunoscutd din liceu. Vom folosi urmitoarea generalizare:

TEOREMA 1IV. 14. (J. DIEUDONNE, 1906-1993). Fie I=I[abl, f: I - E,
g : I - R continue si derivabile la dreapta in orice punct ¢ € 1. Dacii Vi e [,
/

it <gl(®), atunci |Ab) - fa)l <g(b) - gla).

DEMONSTRATIE. Vom arita ci Ve > 08l V¢ e [g,b],
) - CIRD - fa) et - a) + g(8) - gla).

Ficind apoi ¢ = b gi tinind cont ci ¢ eéste arbitrar, rezulti teorema.

S& considerim multimea I, = {u e [e,b] | V¢ € [g,u] are loc inegalitatea (*)
Evident, I, este nevidd (confine a) gi in plus, I, este un interval de
extremitate ¢. Mai mult, din continuitatea functiilor f,g, rezulti I_ = [a,c] cu
c <b gi ramine de arditat ci ¢ = b. Daca prin absurd ¢ < b, atunci 32 >0
astfel incit pentruc < ¢ <c + h si avem '

- g, pind la ordinul n inclusiv; anume
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b

A8 -fle) _ e glt)-gley

- gife)] < %
deducem

1R < it + £ <gier + 2< ED 80
i-c © 2 2 t-c

de unde |A#) - Ao)i<e(t-c)+g(t) - gle), pentruc <t <e + h.
Cum ¢ E.Ie, I1flc) - fla)l < elc - @) + gle) - gla) si deci

) - Aadli i‘s(t -a)+g(t) - gla) pentru f € [, c + A, .

rezultd cd ¢ + k € &, ceea ce contrazice faptul ci I, = [a,c]. Asadar, ¢ = b si
teorema este demonstrati.

OBSERVATIE. Este suficient ca ipotezele asupra fd’, gd" sé fie realizate pe
intervalul deschis (a,b); in acest caz, se considerd o > a, intervalul [o,b) si apoi
punem o — a etc. Corolarul de mai jos arati legiitura cu teorema clasici a
cresterilor finite.

COROLAR. Fief: [a,b] — E o functie continui derivabil la dreapta, astfel incit
st existe M > O pentru care If,()L< M, Vt e (a,b). Atunci [Rb) - fla)l < M(b - a).

DEMONSTRATIE. Se ia g(t) = Mt si se aplici-teorema IV, 14.

Dacéf: I — E este o aplicatie, se definesc prin inductie derivatele de ordin
superior ale lui f. Vom spune ci f este de clasi CP pe intervalul 7 si scriem
fe CP(), p € N daci pentru p = 0, f este continui pe I si pentru p = 1 fa
este derivabild, cu derivata f7:7 - E continui pe I, functia f se, zice
indefinit derivabili si se scrie f e C(I) dacd ¥p e N, fe CP(). Daci I nu
este neapdrat deschis, la extremitéti se consideri derivatele laterale.

Definifia IV.-6.Fief: I — Esit, I astfel incit s4 existe f(¢,), n > 1 (agadar

)iif’ sosf® Y sunt derivabile 1Tn ve?in_étatea Iui £, ¢l f*Y este derivabild in £g).
In acest caz, se poate defini polinomul lui B. TAYLOR (1685 - 1731) pentru
fde grad n (cu'coeficienti in E):

iy Ft0) Rt -t )
t-1 e + CEW = 0
T O)f T ) ‘kz;o A

Pn(tO) t;f) =‘ﬂtg) +

FB).

Deremarcatca P, :I — E, t - P (¢,t,1) are aceleasi derivate cu f£in punctul

1

Pn(t():topf) = ﬂt(})} Pln(to,to,f) = f’(to),--., Pn(n)(t()’t()!f) = f(n)(to)

3 Diferenta R, (t,,t,0) = ft) — P (t,t.f) se numeste restul de ordin n al Tui-
In #,. Formula Taylor se scrie pentru n 2 1 fixat astfel
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fit) = P,(to,t.1) + Byl t.1)

gi in practicd avem o aproximare ft) ~P (¢,%,f), Vte I, pentru care este
necesard estimarea erorii absolute, adicd IR, (,,¢,1. fn acest sens are loc:

TEOREMA IV.I 15. Fixim n > 1 si presupunem ¢ f € C*[a;d], 1ar pe {a,b)
existd 7**V. Dacs exista A > 0 astfel incit Vt e (a,b), 17 DBl <A, are loc

urmaiatoarea estimare

. (b _ a);td» 1
R, (a,b,)ll = .
ﬂ n(.av ,f)ﬂ s (h " 1)'

DEMONSTRATIE. S considerdm functia ¢ : [e,b] = E,

0@ =fB)-fin - 3 L gy,
g1 RV

Evident, f este continud pe [a,b], (b} = 0 si ¢la) = R, (a,b,f). in plus, se vede
(b _ t)n +1 ‘
(n+ 1!

imediat ca Vi & (a,b), ¢/t = - Mf‘mn(ﬂ. Fie apoi gf) = -
. n
Functiile ¢ si g satisfac conditiile teoremei IV. 14 si rezulté

| | -
IR, (@501 = 1o(d) - (@) <g(b) - gla) =12
o ~(n+ !

Exists mai multe forme de exprimare mai sintetici a restului in formule de
tip Taylor, care permit aproximarea funectiilor prin polincame, dar cu
estimirile erorii absolute:

I. Daca penfru o fuhctie f:I>E, cu I interval deschis existd f‘”)(to), thel

teorema IV. 14; pentru n = 1 este chiar definitia defivatei) ca

ﬂt) - ﬂto) - Z ———-——-f( (to)
-1 k!
lim kel =0
tot, ,(t - to)n

si notind raportul cu ii p(#}, rezultd formula Taylor-Young:
nl . R _

o =fgg+ 3, EF

t-t)* ‘
_ - (¢~ 2o) p(t), unde lim p(#) =0.
k=1 .

n! to i

* o
= ®eg) +
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IL. 84 considerfim cazul E = R. Cu notatiile din demonstratia teoremei IV. 15,

R INCED At S
fie w(#) = (p(.t) AW unde constanta A € R poate fi determ.inatﬁ prin
condifia y(a) = w(b). Devarece y(b) = 0, rezultd y(a) = 0 deci A = @@+ D!

(b - a)n +1
Functiei v : [a,6] — R i se poate aplica teorema clasici a lui Rolle, deci existﬁ

e & (@b)astfel incit ye) = 0 Dar y/(6) = 9/(t) + A(bn"l 2 (b;)“ (A - fr ()

deci A = 70, in’i‘conclﬁzie,

Babh=o@-al-alt_GIart iy
A ST e

Se obfine astfel formula Taylbr cu restul Lagrange:

. n . ok - e L.
fB)= P a,b,p+R(a,b,p=Y L0 gy, 0ol " oneniy o (a,h)
_ ko K e+ D1 T
- Cu notatii schimbate (b ~x), s4 presﬁpunem cif:I >R i
C ) s :J — Reste o functie d
claEsa C™!, n 2 0 pe intervalul deschis I §i fie @ € I. Atunci pentru orice fcl € Ie
existd un punct ¢ intre ¢ si x. astfel incit o ’

, L k) . . n+1
. ﬂ )= f( (a) - k.+ (x_a) n+1)
=X R s v AR

In aceleasi conditii, are loc formula urmétoare:

f{k)(ﬂ?) (x —al + [f* V(y) (x - u)y du
k! : 4 nl

Vﬂx)=fn3
k=0

n =1, atunci se demonstreazé (de exemplu, prin inductie dupi n si folosind § _i@umit:‘i fqmﬂa lui ';l‘aylor ou resiul integral de ordin 7, n >0
: Demonstratia se face prin inductie dupi n. Pentru n = 0 avem de ardtat ci

x

f(xhﬂ@ +J.f’(a)d=u, ceea ce rezultd direct din formula Leibniz — Newton.

oy a .
Présupunem n = 1 §'i'formﬁ1'a adeviira . e ‘

- = atd pentru n - 1, si o probam- .
tul se reduce la a al‘éta e : § P pentru n,

ff‘”)(u)(i(.ﬂdu -

Tenr D @=u) . fa) "
P )Y aff( Hlue) — du = n!ar—r_a)_

r'primul membru este egal‘cu



102 IV. Spatii vectoricle normate, serii de funecfii

x (x - ) 1 [nﬂn)(u) —(x - u)f(n+ 1)(u)]du =
- (n-1)!

f(n)(la) (x - a.

i d nen _ .1 . npn) u=x _
=—_;Ll_!£?ﬂ[(x—u)f”(u')]du'— m[(" P ac t7)) e -

.CAZURI PARTICULARE. : o . . .
a) Daci P este o functie polinomiali cu coeficienti reali de grad n, atunci

(k) P _
pentru orice a,x € R, avem Px)= E P Ea)(x—a)"-, deoarece P u) =0

k=0
pentru orice u € R.
. . o 1 -
b) Presupunem ci f: [-o,0l = R, >0 este o funcfie de clasa C**. Atgnm
pentru orice x € (-0,0) existd un punct ¢ intre 0 gi x astfel incit

PO PO . O a, FO s
A R Dl

Aceasta se numeste formula lui K. MAC LAURIN (1698_- 1746).

flx) =AR0) +

¢) Dacd lui x i se di o "crestere" Ax, diferenta Af = flx * A:)J,; flx) se
numeste "cresterea” corespunzitoare a lui f. Daci f este de clasd C" ™ 7, atunci
in punctul curent x avem:

Af = f/(x)Ax N fﬂ(x) (A.‘XJ)2 - f(n)(x) (Ax)" +‘]dn + 1)(0)(Ax)” . 1,
1! 21 n!

(n+1)!

\

cu ¢ cuprins intre x six + Ax. in
in unele consideratii fizice.

APLICATIL. o
1) Calculém sin 33°
restul Lagrange (n = 3) avem:

cu aproximatie < 10°%. Conform formulei Taylor cu

. k R . he ht .
sin(x + k) = sinx + _ﬁcosx - EE_SI’M - _3_|cosx + _ZTsmc

cu ¢ cuprins intre x gi x + . Ludm x = 30° = /6, h = 3° = n/60. Deoarece

4 .
| _-Z_‘:_ sine! < i; - 6(’)‘44_1 <1075, rezults ci

1 n\/g_ nz,ll

3
cin330 « L + ] ~0,54464
2 60 2

2.60° 2 6603 2

i 4. Derivarea functiilor cu valori vectoriale

aceasts formulare este folositi formula Taylor .
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/

-j _Alciituirea tabelelor uzuale trigonometrice si de logaritmi s-a realizat

esentialmente prin utilizarea formulei Taylor si interpolérilor.

2) Formula Taylor permite unele preciziri in studiul functiilor reale initiat

. in liceu. O functie f: [a,6] — R de clasi C? se numeste convexi pe intervalul

[a,b] ("tine apa") dacd Vx,x, e [a,b], flx)2fxy) +fx ) - xy), adicd graficul

A,

lui f este situat deasupra tangentei in oricare punct (x,,f(x,)) al graficului.

Tinind cont de formula Taylor (n = 1): fx) = flxg) + (o — xg) + F ”(f)(x - x0)?

cu ¢ situat intre xagi x;, rezultd ci dacd />0 pe [g,b], atunci f este
convexi si reciproc. Similar, f este concavd pe [2,b] © —f convexd pe
Ia,b] = f7 < 0 pe [a,b]. .

3) Fie f.g : [a,b] — R doud functii de clasi C*™! si x, € (g,b). Se spune ci
fsi g au contact de ordin cel putin n in x, daci

. ﬂxg) =g(xo) y f"(xg) = g’(xo), ey )‘(n’)(xﬂ) = g(’”(xo) .

adicd au acelagi polinom Taylor de grad n in x,. Astfel, f,g au contact de ordin
cel putin 1 in x; < graficele lor trec prin acelagi punct de abscisi x; §i au
aceeasi tangentd acolo. Daci f si g au contact de ordin cel putin 2 in x,, se
spune ci graficele lor au aceeasi curburi in x, Fiind datd o funectie f de
clasi C? in vecinitatea unui punct x, unde f(x,) = 0, atunci exista si este unic
un cerc remarcabil trecind prin (x,,/lx,)) si avind contact de ordin cel putin 2
cu fin x5, numit cercul osculator al lui fin x; se arat usor ¢4 raza lui este

R= (1 +_f’(x0)2)3/2
If ”(xo) |

* Daci f este de clasi C2 in vecinitatea lui Xy, @vem aproximarea liniard

, Numita raza de curburé a lui fin x,.

fx) = flag) + ”‘1

x ,
1 2 f/xq) = Py(x,%,f) s aproximarea patratica

o) = flg) + 222 +

e 32
(x To) f!!(xo) =P2(x0,x,ﬂ

4

¢ revine la a determina dreapta (tangenta) si respectiv parabola avind in
,ﬂxo)) un contact de ordin cel putin 1 (respectiv 2) cu graficul lui £.

.4) Precizarea pmictelolr de extrem, ale functiilor reale se poate face tot prin
area formulei lui Taylor. Fie f: [a,b] — R o functie de clasi C*, n > 2 si

{@,b) un punct astfel incit f/(ag) =Fxg) = ... = F® N} = 0, fPAxg)=0.

. n) . .
i flx) - Axy) = f Ec)(x -x)*, unde ¢ este situat intre x, §i x. Daci n este

ar, atunci diferenta flx) ~ f{x,) are semn variabil in orice vecin#tate a lui
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%y, deci 2y nu este punct extrem local pentru f (este punct de inflexiune). Daca ‘

n este par si fP(%,) <.0, atunci /% fiind continud pastreazé semnul "~ pe 0 |

vecinitate a lui x, unde flx) — flxy) < 0 si x, este un punct de maxim local: |
Dacé n este par gi f‘"')(xo) > 0, atunci x, este punct de minim local.

ExEMPLU. Fie flx) = (2x - m)°cosx i xg = .7.{2_ Avem fllxg) = Fxq) =fMxg) =0 si |
FPx,) = - 192 deci n = 4 §i %, este un punct de maxim local. Pentru flx) = x%"

six, = 0 avem f/(0) =f0)=0 si £70) = 6 # 0 deci n = 3 si originea este punct :
de inflexiune. - .

5) Fie I = [a,b] sl (p IR _0 funcfie de clasi Cz{a;b] cu (p’(x) =0, Vxe I
' ¢lx,)
ox,)

" Sirul (xn),;20 de puncte presupuse din I, definit prin xp §i X,., 1%, -
n > 0 se numeste procedura Newton, asociatd lui ¢ si lui xo.

TEOREMA IV. 16. Daci £ e (a,b) este o solutie a ecuatiei @(x}=0 si
¢/(€) # 0, atunci existd o vecindtate V a 1ui &, astfel incit Vx, ¢ V, procedura
Newton asociatd lui ¢ gi lui x,, converge citre &.

DEMONSTRATIE. Deuaréce ¢ si ¢’ sunt continue pe I, ele Isi ating marginile,

deci ‘existda m->0, M>0 astfel tneit Vxe I, |g@)|=m, l¢/ta)} < M.
Conform formulei Taylor cu rest inj:(zg'ral, avem:

o) = 9lx,) + @ - x,)o'x,) + J‘(x - wyo(u)du,, Vx e I, Vn 2 0.

Ty

‘ £
Pentru x = £ se obtine 0 =@(x,) + € -x,)0(,) + f(&, - uw)p(u)du .

Pe de alti parte, din definifia girului (x,),., rezultd
(P(xn) + ({:v - xn)(Pl(xn) = (g =X 1)([)/(30,,,)

si din ultimele doud relatii, deducem c&

Yn20,&-2,,1= - 1 J(F, - w)o(u)du deci

07x,)

g
1 lf(ﬁ - woeu)du| < ﬂ_(ﬁ - x,)%, tinind cont ci
' 2m _ ‘

¢ 1} oG]

4
Ixfl& - 1|dt] <26 %,

Notind - & =_2ﬁm’  rezulta |g4xn+1|5_61..(§ -x,)%,  Vn 2 0. Luipﬂ
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8

—0?

V=(§—%,E_,+_g.)$i ioe , avem succesiv |§—x1|s_§|ﬁ—xo|2<

5 5

1 e ' .
& —x2|$€|§—x112<ﬁ,..., |§_xni,<z,;‘ deci x, — &.

. A .
EXEMPLU. Calculdm & = \/ﬁ prin procedura Newtorf Luidm o¢(x) =x® — 2,

: 3 3
. . x -2 P2 .
I=[L2] si x;=2. Atunei x,,,=x, - = adicd x,,,= ”Tz,nZO. Se
’ 3xz i 3xn2

obtin aproximatiil’é“ succesive x; = 1,5; x, = 1,296; x4 = 1,2609; x, = 1,25994;
3
xg = 1,259921 ete. 5i \E = 1,26992. ;

Procedura Newton poate fi ugor programati, cu intririle o, ¢, %q, luind
ca un criteriu de oprire a algoritmului stabilitatea primelor cifre zecimale.
Algoritmul este rapid convergent, dacéd x; este ales in.vecinitatea solutiei

_ 0l
¢'(x,)

ciutate & Relatia x se obtine astfel: se considerd punctul

n+l ™ **n

 (x,,9(x,)) pe graficul lui ¢; ecuatia tangentei la grafic in acest punct este

y-¢x,) =0 (x,)x -x,) §i aceasta intersecteazii axa Ox in punctul de abscisi

x,,;- De aceea procedura Newton se mai numegte "metoda tangentei".

5. Drumuri parametrizate

Definitia IV. 7. Fie / c R un interval gi E un SVN real. Se numesgte drum

© - parametrizat definit pe I cu valori in E orice aplicatie continui f: I — E.

'EXEMPLUL 1. Se consideri un plan P si un reper ortogonal xOy de versori iLJ

4 . n P, Mulfimea E =V, a vectorilor plani cu suportul in P este un spatiu
“vectorial real izomorf cu RZ asociind oricdirui punct (o,f) e R? vectorul

o+ [y ' . : :
n drum parametrizat in P este o aplicatie continud f:I — V, ~ R

Frvip) = FE + 0 = (HELE), cu f.f; aplicatii continue I — R. Relatiile

fi®), ¥y =), t € I se numesc ecuatiile parametrice ale drumului
arametrizat f. Traiectoria (imaginea) drumului este
mf={fit) |tel}cP. ' |

mod similar se definesc drumuri parametrizate in spatiu ca fiind
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7 J0)
;o
Imf
/_‘\‘ j(a)

. - . > fb)
a t b t

‘ 5 o

o )

Fig. IV. 2.

aplicatii continue de forma f: I — V;'= RS f= (f.forfs); ecuatiile parametrice
ale dramului sunt x = f;(£), ¥ = fo(t), z = f3(t), t €.1, iar traiectoria este Imf.
In notatie vectoriali, dacd se alege un -reper Oxyz de versori ijk §i
R ~ V, (identificind orice punct M = (x,y,z) din R3 cu vectorul lui de pozitie
OM) si daci v,w:I— R sunt functii derivabile, atunci produsul scalar
vew : I = R, £ ~ v(t)sw(t) si produsul vectorial v x w : I — V, t — v(t) x w(?)
sunt derivabile 51 in plus, Viel, (vew)() = VR)ew(t) + v(t)»W(t) si
(v x W) = VIE) x w(t) + v(t) x wiE). _ : :

EXEMPLUL 2. Drumurile parametrizate f:[0,n] - B, f(¢) = (cost, sinf) si
g:1-1,1) -» R?, glx)=(-x, V1 -x2) sunt distincte, dar au aceeagi imagine,

anume semicercul &2 + y2 =1,y = 0. Pentru orice n € %, n#0, drumul
f:10,2rn] — R%, ft) = (cosnt, sinnt) este inchis, avind ‘ca imagine cercul
2 +yi=1) (circumferinta unitate parcursi de n ori in sens pozitiv).

EXEMPLUL 8. Drumulf : [0,21] — R, £ ~ (Rcost, Rsint,c) cu R > 0 gic constante
are ca imagine cercul &2 + y2 = R% z=c}, iarg R > R®, ¢ r» (Rcost,Rsint,ht)
este elicea cilindrici de pas h (h > 0), situatd pe cilindrul %% + 92 =R2

Dacd 7v:[a,b] > R" este un drum parametrizat, atunci drumul
¥ : [a,b] > R®, ¢~ Y@ + b - £) se numeste opusul lui y; avem Y'(a) = ¥b) g
v(b) =va) §i v, ¥ au aceeasi imagine. Dacd v: [a,b] = R®, v : [b,e] — R
sunt doud drumuri parametrizate in E = R astfel incit y(b) = y,(b), atunci se
poate defini concatenatul yu v, ca drum [a,c] — R" care coincide cu v pe

l0,6] si cu v, pe [,c]. Imaginea lui ¥ U v, este reuniunea imaginilor Iui v sk’

Y1
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Yi(e)
fla) = fib)
Imy,
Y6 = 1:(b)
Imy :
Y@ =)
' Y(@)
A

- a) Drum inchis b) Drum opus

Fig. IV. 3.

¢) Concatenatul y u v,

Pentru aplicatii, ipoteza de continuitate din definitia IV. 7 este
insuficients. Ne situiim in cazul E = B? si presupunem c¥ functia f: I — R?,
t = (f1()f5(t)) este derivabild, deci conform teoremei IV. 13, functiile.
fufe : I = R sunt derivabile.

Fixém t, € I astfel incit F (¢g) = Osifiet e I, ¢ #¢, Notdm M, = fz,), M = f(z)
punctele corespunzitoare pe Imf. Atunci vectorul

MM = OM - OM, = A1) ~ fit,)
i) -
deci _ﬂ_l_ft_“) este coliniar cu MM. Fécind ¢ — ¢;, rezultd ci ]d(to) este

o .
. coliniar cu tangenta in M, la traiectoria Imf, Ecuatia tangentei In M; la

X _f]_(to) _ y- fz(to)
' f{(to), falty)

traiectoria Imfva fi

. Aceste consideratii se extind la cazul

E=R"n23.

. Definitia IV, 8. Un drum parametrizat v : I — R se zice neted dac# este de
clasi C'D si VeI Y(E) 0. Un drum neted pe portiuni v: 1 — R" este

obtinut prin concatenarea unui numéir finit de drumuri netede.

De exemplu, daci f:I > R este o functie realdi de clasia CXI), atunci
¥: I 5> RSt (,A2) este un drum neted in R, a cirui imagine este tocmai
graficul Jui £,

=" Doud drumuri netede y: I — R", v; : J — R” definite pe intervalele I,J se zic
. echivalente cu aceeasi orientare (se scrie vy~ v;) dacd existd o functie
L 91 - J (numiti si schimbare de parametru u = ¢(#)) bijectivi de clasa cln,
|- strict crescitoare, astfel incit ¢! are aceleasi proprietiti si v, o ¢ = 7y (adica
D YD =v(w), Viel). Dacd y~v, atunci evident ele au aceeasi imagine,

Imy= Imy, si "sunt pareurse in acelagi sens".
DE_exemplu, pentru drumurile y : [0,m] — RZ, ¢ ~ (cost, sinz) si v =11 - R,

(-u, y1-u2) avem ¥ = Y . deoarece definim ¢ :[0,n] — [-1,1],

=u = —cost, Dar circumferinta unitate parcursi pozitiv o datd sau de doud
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ori nu sunt drumuri echivalente, chiar daci au aceeasi imagine.

Comentariu. Presupunem cii n =3, [ este un interval de timp si ¢i punctul
. &) = (x(), ¥(2), 2(£)) reprezintd pozifia unei particule la momentul t. Afunci Imy este

! traiectoria particulei, iar drumul y reprezints legea de parcurgere a traiectoriei. Daci
¥ este neted de clasi C% atunci v /() reprezinti vectorul-vitezii a particulei la
momentul ¢, iar y%(¢) vectorul-acceleratie. Faptul c& Y(£) #0, ¥V ¢ € I inseamni ci
particula nu are puncte de repaos. '

b -m
Daci I=I[e,b], numirul real i pozitiv I(y)= J. I/ (O)dt - reprezintd Inngimea

traiectoriei Imy ("spatiul = viteza x timpul"); asadarc:

b
1= | Ve + y /e + 2GR dt.

Riaminem in cazul n = 3. A da o curbi parameirizati in spatiu inseamn#
a considera un drum parametrizaty:I — B {x(t), y(t),' z(£)), presupus de
clasia C*(D); dacil v~ Yy, atunci’y st v, se consideri identice. Vom presupune
e Viel, Y@)=0 si cd ¥(£) x ¥(¢) # 0. Fixind ¢, € I, atunei pentru orice
t > t, se defineste lungimea arcului de curbd Imyintre ¢, ¢i ¢ ca fiind .

£ .
s = [0 + y(eR + 20 dt, deci 500 = Vel + /()2 + 282 .

iy

Versorul tangentei in

iy T R/ )
=% @) +y 2y +2" Ok : versorul lui 1/(f) se numeste versorul normalei

s'(t)
principale la ysi este notat v(z) =

punctul curent ¢ la curba 7y este

() ;in fine, B{2) =1(¢) x v(£) se numeste
O ‘

versorul binormalei. Triedrul {t,v,B} depinzind de ¢ se numeste triedrul
Tui FRENET (1801 - 1865) al curbei y. Se pot stabili formule indicind viteza de

variatie a-versorilor triedrului Frenet in raport cu arcul; anume, existd functii
continue R(s) gi respectiv T(s), numite raza de curburi (respectiv raza de

torsiune) ale lni y In punctul ¢ astfel fneit s=s@) si %1 = _}iv,
. : P
1 +iﬁ, j‘ﬂ=—_1_v.
ds R T ds T _
‘Intr-un- anumit sens, R misoard "abaterea” curbei y de la o linie dreaptd
(¢ind R = ) iar T" "abaterea" lui y de la'a fi o curbd cu imaginea situati tntr-
un plan {cind T = o). .

EXEMPLU. Fie elicea cilindricd v : [0,2r] — R?, £~ (rcost, rsint, kt), unde r > 0,
h > 0 sunt constante. Ecuatiile ei parametrice sunt x = rcost, y = rsint, z = ki,

t'e [0,2n); fixind £ = 0, rezultd s/(2)? = x/(£)2 + y/(6)? + /()% = r2 + h? gi lungimea
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arcului de elice intre punctele care corespund valorilor 0 si £> 0, va fi

t -
s(t) = f\/ r?+p? dt=aﬁ\/1r~2 +h? .| Atunci versorii triedrului Iui Frenet vor fi -
0

i e . ,
4 - .
=1 (&) _ _-rsinti + reosty + hk ; v=versorul lui t(#) = - costi - sintj si

7 [
8 (t) r2 + h2
f=txv-= hsinti - keostj +rk , Vie [0,2n]. In cazul elicei cilindrice razele

R gi T sunt constagnte.

6. 10 exercitii
1. S se determine x,y € R? dacd pentru norma euclidiani avem fx + v = x| + ly].

2, 54 se studieze PC gi UC pentru girurile de functii:

a) ﬁ;(x) = PBA = (0,%) 5i pe B = {1,2].
nx+1

b) £,(6) = _ peA = [-1,1],
e™+1

3. Se consider# seria sin®c(1 + cosx + cos® +..). S4 se arate ci este PC pe R i si se
determine suma ei. S(x). Studiati UC pe intervalul [a,2n - a] unde a € (0,7). S se
compare S(0) si lim S(x). ‘ ’ '

x—0

c . .2 )
_—14. Fie E = C[0,2] cu normele "sup” i §- |; (unde i/}, = f|f(t) |dt, ¥ fe E). S& se arate
v o

a) aceste norme nu sunt echivalente;
b) (E, |- |;} nu este spatiu Banach.

. . i
Definim jAY; =maxy. |ey si

5. Fie A=(a’.y)1gi'5m 0 matrice din
. It

1sf5n

M, (R)

m,n

8: 2) Fie f: [a,b] — R® o functie de clasa C. S4 se arate ci existd M > 0 astfel incit
b) - Aa)| < Mtb - . ‘ :
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b} 84 se justifice de ce pentru functii cu valori vectoriale nu se extind teoremele
clasice ale lui Fermat gi Rolle.

7. 84 e determine aproximirile liniare gi pitratice pentru:
a) lx) =In(1l +x) -In{l -x) Inx; = 0.
b) flx) =x3 + xIn(x - 1) in %, = 2.
8. 2) 54 se afle R > 0 astfel incit curbele y =In(x2+ 1) si x2+y% - 2Ry =0 s4 aibi un

contact de ordin cel putin 2 in x, = 0.
b) S4 se arate cd functiile f,g : R — R, definite prin

_1 —_ 1
flr) =4 ,x;tO,g(x)= e sm;, x#=0

0, x=0 0, x=0

au un contact de ordin infinit in origine, f are un minim dar g nu are extrem in origine.

9. a) 54 se calculeze cos55° $1 Inl,1 cu aproximatie 1072,

7 i
b} Sa se calculeze /70 folosind procedura Newton.

¢) Si se rezolve cu aproximatie ecuatiile x%-3x%+1=0 si x + 2Inx =2.

10.2) Se considerd curba parametrizatd v:[0,2n] — R, v(e) = (cost, 2sint). Si se
arate cd este Inchisd gi sA se caleuleze versorii tangentei si normalei la Imy, in

unctul £= ",
P 4

b) S& =se arate c& imaginea drumului parametrizat vy:[0,1] — R®,
¥ty = (¢ + 1, £2 + 2, 3t% + 1) este situats intr-un plan §i si se calculeze lungimea lui 7.

INDICATII SI RASPUNSURI

. ’ 1 1

1. Fie x = (xp,y,), ¥ = (x3,y5). Atunci _||5F +yl = (leg + 2002 + (3, +y2)2)-z, Izl = (::cia +y12)7,
. .

5T, Relatia din enunt devine, dupi caicule, x.y, = x5y,, ceea ce exprimi

faptul ci vectorii x,y sunt coliniari {au componentele proportionale). De altfel,
paralelogramul cu virfurile O,x,y,x + y rezult degenerat.

. \
2.a) Avem lim f,(x)=1 dacd x# 0 si £,(00=0. Deci £, ' 1 pe A si pe B. Apoi

no—
—3ee

Nfy = s =sup|f,(x) - 1| =sup
. xed

fn
x>0 X +

If. - 1lg= sup 1 1 —>0decif,,li?
xell,2 nx+1 nr+1 )

1 pe B.

1 lﬂl deci f, nu este UC pe A. Dar -

convergenta nu poate fi uniforma. .

3. Avem 8,(x) = sinx(1 + cosz: + ... + cos™). Pentru cosx = +1, atunci sin® = 0 §18,(x)=0

] . : in2
iar pentru cosx # +1, atunci lim S, (x) = _5"™* -1 4 cosa. Deci
n— 1-cosx
P

8(x) = lim S, (x) = 1+cosx, cosx=x1

nedon Q, in rest
Seria este PC pe R. Cum S nu este continui, convergenta nu este uniformi. Apoi
S0)=0g imS{x)=2.

x50

4. a) Daca ar fi echivalente, ar exista o constants o, > 0 astfel Ineit Jf]<affl; pentru
: 2

ox:ice fe E. 8& luim flx) = e™. Atunci |ff=e® s |f), = f et = e -1

4 n

si ar rezulta

2n 21
e -1 . e -1
,adicd n<oa 2.~ <o, absurd.
n eZn

e

* dacd 0<x<1

din E. Acest gir este i
1 dack 1<x<? in cest sir este Canchy si

b) S& considerdm girul f,{x)=

0 daci O=sx<l

converge la functia flx) =
: 1 daca 1<x<2

care nu apartine la E.

- 8. Orice doudi norme pe un spatiu vectorial real finit dimensional éunt echivalente.

. B.2) Be poate aplica corolarul teoremei IV. 14 sau se rafioneazé pe componente
aplicind teorema Lagrange. o . ’
b) Pentru functii cu valori in R*, 7 > 2 nu se poate defini o notiune convenabilid de
extrem, deoarece R" nu are o structurd convenabild de ordine, Apci functia
f’: [0,2r] — B2, AL) = (cost, sint) avem RO) = 121 dar nu exists ¢ e (0,2r) astfel incit
- (e} = deci teorema Rolle nu are loc pentrn f

_ , _
7. 2) Py0,x,) = 10} + f_l(?lx of ’;(?) %% = 2x; P05, = 2 ete.

®a)Pentru flx)=In(x?+1), g)=R-YR%-22 se pun conditiile /10) = g(0),
) = g(0), 710y = £"(0) si se afla R. '

6. 10 exercitii . 111
1 x>0
b}/, sunt continue dar flx)=lmf,x)=]0 x<0 nu este continug in x = 0 deci
e .
: 172 x=0
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h) Aven:l v 0 0 (0) 0 A 01 f(x) 2 0) VXE R deC1 x O este ullch e
11[1 dat dlfe:BIlt-a gExg g(o) nu are semn COI].StaIl C C é. e a ]J.Il a=\.
In.ln t 111 I11 1 o ve u:l. tat 0

formula lui Taylor. o _, '
9 ?)Sgeaplsz:lvé ecuatia x = 70; luam- olx) = x 70, xg si

770
=x, _*a 7 nz0 ete.
LT T ®

Tx
) Se aplicd I:rocedura Newton dupé ce se locahzeazé solutla doritda £ pentru a
c .
alege convenabil xg. .

10. a) +0) = ¥(2n).  Apai punind x(t) = costy y(t) =
este
M un vector perpendicular pe vectorul de componentg (o, B)

(DR + y (e

(-B,0)- 2 a1
d =t+1l, ¥= 2+2, z= £+ st
Af )4-%;11?(& f— D =0 care con‘pme orice punct din Im,f", anume 3y —~z—-5=0; apoi

2
Ity)= J'F 2 - ;v’(it)2 +2i(R dt = \/1 + 412 + 36t% dt etc.

(t} =

9sint,. versorul tangentel este

se observii cd existi un plan

LECTIA A V-A

SERII DE PUTERI, FUNCTII ELEMENTARE

INTRODUCERE

in aceasti lectie se prezinti proﬁrietét,ile teoretice gi de caleul ale seriilor de

puteri E a,x™ cu coeficientii a,, n > 0 reali sau complecsi. Caracteristica

nz0 ) )
principald a acestor serii este aceea ci sumele parfiale sunt functii
polinomiale deci practic cele mai simple functii (pentru caleulul lor se fac doar
aduniri gi inmultiri). Totodaté seriile de puteri permit definirea nguroasa a
functiilor elementare, incluzind functia exponentiald (introdusé fortat in liceu
gi cu demonstratii incomplete) si functiile trigonometrice, introduse in liceu
prin inerente compromisuri geometrice (de exemplu definirea lui 7).

Seriile de puteri reprezintd un mijloc natural $i maneabil de definire si
studiu al principalelor functii reale gi complexe; natural dacs ne gindim la
dezvoltirile de tip Taylor si maneabil pentru ci, dincolo de convergenti,
"Tucrul" cu seriile de puteri este aseménétor celui cu polinoamc. Am ales
prezentarea seriilor de puteri cu coeficienti in € atit cit permite dezvoltarea
anterioard a acestor lectii, deoarece numai in cadrul complex se evidentiazd

_ legdtura profundi intre exponentiald si functiile trigonometrice (descoperita

de Euler) si numai apelind la variabila complex4 se intelege de ce dezvoltarea
1

l+x

=1-x2+x%- ...

L. are loc doar daci |x| < 1. Aceasty lectie este si o introducere la studiul

functiilor analitice reale si analitice complexe.

1. Proprietitile de baz ale seriilor de puteri

Definitia V. 1. Fie (a,), ., un gir in Csia € C. O serie de puteri centrati

in a, cu coeficienti a, este o serie de functii de forma

Y a,z-a)= éo +az-a)+ . +alz-a) + (1)
nzt '

[
PFLosu
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O astfel de serie se maj numeste serie intreagi in variabila z, in jurul

punctului 2 = a.

0; trecerea la cazul cind a este

1mphtate cid a=
z—a=Ww. Consideram deci ©

Vom presupune pentru S
diat prin translatia

arbitrar se realizeazd ime
serie de puteri de forma E 2"

nz20
0 aceasta esie evident C.

Pentru orice z € © fixat, se obtine 0 serie

numerici; pentru z =
EXEMPLUL 1. Seriile Y 2" E = ¥y ont-U cunt serii de puteri; dar
nz0 aso ntoazl

Y (-2 + 1) nueste 0 serie de puterl

nzl

geria de functii
AS

EXEMPLUL 2. Seria Y 7

nz0

_ n . . . ' .
(_;__f) poate fi consideratd serie de puteri punind
+

notam a=ﬁ'rﬁn\/\anl sl

R = o gi dacd 0. ==, atunci

TEOREMA V. 1. Pentru seria de puteri Y @2"

nz0

R=1o ( cu conventia cd dacd o= 0, atunci

R=0).

a) Daci |2z| < R, atunci Y a.z
- nz0

= aste AC;

b) Dacé |z| > R, atunci Y az" este D.

nz0
N

DEMONSTRATIE. Pentru orice z € € fixat, avem .

w5 (e = 12| @y la,| = 2]

cinii al lui Cauchy (teorema 11. 8):

A

si aplicdm criteriul rada

ORSERVATIE. Dacd V n 2 N (N natural fixat), a, # 0 sl existal = im |__._.'.
n—aee Oy .1

in ]E., atunci R = [ (vezi exeréi’;iul 6 lectia a II-a).

1. Proprietitile de bazd ale seriilor de puteri
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Definiti .
initia V. 2, Numaéirul real R 2 0 (eventual si +e<) definit in teorema V. 1

se nu . ‘
megte raza de convergenti a.seriei E a,z". Peﬁtru R > 0, discul
Dp=BOR)=1{ze C| | nx0 P
. z| < R} se :
respective; in' cazul R = ol, Dgp= {Cnumegte discul de convergenti al seriei

a x n
:;0 are intervalul de convergen!;a (-R,R).

TEOREMA V. 2. Ple 2
Atunci: 0 € € 2% 0 astfel incit sirul (a,2;"), » o 54 fie mirginit.

a})Vze Ccu |z| < lzy|, seria Y a,z" este AC;
nz0

. < | Ol’ 18, de ﬁlnct‘li o1 i
- z2 ESt -
z}: n 5] UC pe dlS(:u

compact B0) = {z € C |. |z| <r}.

- lzotn

a) Dach [z] < |zo], atunci

¥Ynz0 Al = 12" : '
laz"| = la,| _n-zo"=[an|-|i!“-|zo]"sMﬂii"
2y 2y oz ‘

Deoarece |2 |<1 i z
_— , Berin - M2 m . . ,
) Zo g:o | |201 este C si teorema II. 4 (criteriul

compara’gleﬂ aratd ci seria Y |a,z"| este C.
nz20

b) Pentru 0 <r < ‘|zo| §i 2| £ 7, avem

VnZO, |anz 1<ia |rn<M

loE

A 1 - - - - -
plicind criteriul lui Weierstrass de convergeni{# uniformi (teorema IV. 8)

e r
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COROLAR 1. Dacé seria Y, aze este C, 7, # 0, atunci seria ¥, @,2" este

n=0 nz0

AC pentru |z{ < lzg-

DEMONSTRATIE. Asadar lim a Zo =0 deci sirul (@20 2 0 €5tE mirginit.
C poe .

Combinind feore_mele V. 1, V. 2, se obfine urmétorul

r

"COROLAR 2. Pentru orice serie de puteri ¥, a,z-a)f existd i este unit
nz0
R € [0,00} astfel incit: ,
a) daca R = 0, singurul punct de convergenti al seriei este z = @;
b) dact 0 < R < co, atunci seria este AC in discul |z —e| <R §i D pentra
|z - a| > R; in plus seria este UC pe orice compact K c B(g,R);
¢) daci R = w, seria este AC pentru orice z € € si UC pe orice compact KcC

DEMONSTRATIE. Pentru orice compact K < Bla,R) existd 0 < r < R astfel incit

K si fie confinut in discul inchis |z — a| ST (de exemplu r = sug\z -a| ). Apoi
: S .

orice compact din € este multime mérginitd deci continutd fntr-un disc.

ExXsMPLUL 1. Pentru seria Y n!z* avem R=0.

nz0

. . .
EXEMPLUL 2. Seriile Z z", E _(ii.f’)_- au raza de convergentd B = 1.
rz=0 nz0 n

an l = 00,

B ] n
EXEMPLUL 3. Pentru seria Yy Z_avem a,= L si R = lim |
i n20 n! n! - L on—oe Hpiq

EXEMPLUL 4. Daci E az", 3, bz" sunt serii de puterl cu razele de

nz0
convergents respectiv Ry,
R,z R,

nz0 .
R, si dacd la,| < |b,| pentru orice 1 = N, atunci

Daci 0 < R < o, studiul de mai sus nu permite informatii despre
convergenta seriei (1) In punctele z cu-|z —a| =R, adicé pe frontiera discului
de convergentd. In acest sens, demonstram urmitorul rezultat nebanal,

-

1. Proprietdtile de bazd ale seriilor de puteri
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S

. n . - N . .

n as.in

. nz0
aceste conditii, seri :
, seria 3 a,x" este UC - L
n pe [0,1] i lim n_
> ! ’ m a . xt =
nz0 1,77 7 8.

DEM o w
EMONSTRATIE. Mai intii demonstrim urmatoarea

LEMA. Daci b,2b,2..2b,20 5i A<a, +

<<, atunci Aby S ab, o s 0,p, <ma T owS D BemT orce k,
nYn = 1+ .

DEMONSTRATIA LEMEL Fie s, = a, + ... + a,, deci ‘
i an k’

aby+.vab, =bisy +bysy ~8;)+...+b (s, -5, _ )=
n\n -1/ "
=sl(bl—bz)+sz(62—63)+...+sn_1(bn_1—b )+s,b, <

SB(b; -by) +Bby~by) +... + Blb,_, - b,)<Bb,

g .

Fixfm acum ;
£ >0 arbitrar; Ceriter
(teor ™ 7 conform - criteriului
e, +a 5 , . vR2i, ¥Vp2z1l
‘n ne1t -0, +p| < &. Pentruoricex ¢ [0,1] avem i ’
51 cum —g < a‘n + a . xﬂ‘-z n+12-.-

| . >xn%p
e+ t4
n e 1 @, +p <&, lema arati e3

n
—x <axn+ + +
= a kP TP n .
L n+p < ex deci ia,nxu+_ +a xn+pl< n
- - n o+ p Sex SE.

n
- N a ( - ) ;r . .
ﬁlnc " : > ( ) >

Notind cu 8,(x) =

complet, rezulti ci v - -
4 5, este i
A un gir convergent, s, — s tn M [0,1], adicis S s
n

’ . .
= n s

x~31
x-31p2p
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. . etc.) 88 réami s
| - . e ramind nemodificate. De exemplu, functia f: C — C, flz) = 2" . .
OBSERVATIE. Reciproca este falsi: daca lim Y, @,x"=s nu rezulti ci C -~ derivabili in orice . e o 2%, n 2 lintreg este
. 2= 1p=0 . punct a € T gi fl(a)=1imz e natt Daei f,
" .Dacd fg: Q> ¢
L tC - . o zoae 24
N . - 2.3 _ sunt C - derivabileina € Q, atunci fg este derivabil in ¢ i (fg)’
Y a,=s, aga cum aratd exemplul seriel 1 —x + %" — %" + .- Cazul x = -1 abil in a si (f8)(a) = fla)g(e) + Ra)g(a)
n=10 ' .

P . ) . TEO o
este similar, iar cazul cind raza de convergentd a seriei Y ax" este R se REMA V. 4.Fie ¥} a,z" oserie de puteri cu
' ‘ nz0 ' . nz0 - raza de convergenti R > 0.

reduce la cazul B = 1 punind x = Ry. Atunci functia sumé f: B(O,R) — C, flz) .= Zw: azh "
‘ 2 o este olomorfi in B(0,R), cu

Revenim la cazul general. Pentru o serie de puteri (complexe) ¥ az"curaza e
‘ ,

derl&‘ata }iz = E na.z . Cu e CllUlIll‘.e e v
| wva

de convergenti R >0, se poate considera functia - suma f: B(O,R) — G, t "
’ ermen cu termen in discul de convergenta).

flz) = z az". Aceasta rezultd continui in orice punci z, € B(0O,RY;
n=>0 .

. ' DEMONSTRA . n :
intr-adevér, alegem r astfel incit |zg) <r <R si stim cd seria de functii TIE. Deoarece 1141)11 yn=1, din teorema V. 1 rezultd ci seriil
Ny e : eriile
continue Y, a,z" este UC pe |z| £r; atunci suma ei, adici flz) va i Y a2 si 3 .
nz0 ‘ T =4 na.z au aceeagl razé de convergentd. Pentru orice n = 0
continui in B'(0,R) deci i in 2. Pentru a ob}ine proprietifi mai puternice ale si VzeB ' ’ =
sumelor de serii de puteri, introducem conceptul de € — derivabilitate (sau € B(O,R) avem flz) =5,(2) +r,(2), unde s (z) = :
olomorfie). 8) =Gy +az . +azt

. ic . o )
r,(z) a,2*. Notdm g(z) = im s,’;(zJ = na,z""! si fie Va e B(O,R)
S Y n e

k=n+1

Definitia V. 3. Fie Q C € o mulfime deschisd, a € Qsif:Q=2Co functie PR =
complexd; se spune cd f este € - derivabilid in punciul @ daci existd in C fixat. Alegem de asemenea p cu lef < .
_ ] 1 . , , p<R.AtunciV z #a, |z| < p, avem
Jimita lim M, notati f(a) si numita derivata lui f in a. Dacé [ este _ M -gla) = sp(z) -s,(a) y (2) '
z90 20 . z-a e _sn(a)+8n(a)-g(a)+ "Lz _rn(a)
C — derivabild in orice punct din Q, se spune ci [ este ¢ - derivabila pe Q ‘ Z-a
(sau echivalent, olomorfd), iar functia f-@-¢ z» f(z) se numegte _ Dar M - i (b1 ph-2 .
derivata lui f pe &. : : ’ zZ-a [t ae" T 425 % + v a® ") deci
Comientariu. Desi definifia de mai sus este o extindere "cuﬁnt cu cuvint" a definifiei .
din cazul real, conceptul de T - derivabilitate este mai -profund, cu proprietati mai ) | r(z) -7 {a) < i
speciale, decit cel de R — derivabilitate; astfel, se va vedea ci o functie C — derivabild Z-a | < E kia! pk -

pe Q rezultd derivabila de oricite ori, ceea ce nu se {ntimpla in cazul real (de exemplu, k=ns1

functia 1 R o R, fln) = %Zsil,‘-(]éx): 3; ;‘:g este o datd derivabild pe R, dar nu de doud

R ®h=ni+]

3 b

ori). Ratiunea std in faptul ci in planul complex, o limité de forma lim flz) trebuie sd - k20
: s — . LT - seria ) na,z""! are raza d |
fie independentd de infinitatea de direciii dupd care 2 tinde citre a, in timp ce pe i 50 _ e convergentd R, iar 0 < p < R), Existd atunci

dreapta reald, avem doar tinderea dinspre stimga sau dinspre dreapta. Deci este "mai
dificil” pentru o functie complexd sé fie derivabild si aceasta explicd proprietatile mai ] N
speciale ale C— derivabilititii. Pe o alta parte, aseminarea formald evidentd cu 3 1(e) natural astfel incit ¥V n > Ny(e), | r.z) - r.(a)

. . - - -~ s
cazul real face ca regulile uzuale de derivare (relativ la suma, produs, ¢it, compunere | <

pentru |z| < p,

z-a )
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z#a. Pe de alti parte, exista N,(e)} natural astfel incit W n = Nye),
|s/(a) - gla)) <_S_‘§i in fine pentru orice intreg n 2 0 existd 3(¢) > 0 astfel
n . 3 f .

-

incit pentru 0 < |z — a| <8, |

s,;(z) - 5,(a)
z-a

- s:l(a) | < _g_ in definitiv, va rezulta

ci

If(z)—f(a) g(a)|< £ fé_pentmt)g |z -a| <3
z-a

adici hmM—g(a) deci fla) = E na,a™ L.

zwya Z2-Q n=0

COROLAR 1. Pentru orice serie de puteri Y, a,z" cu raza de convergenta

n>0
R > 0, functia sumi fiz) = Z a,z" este C — derivabili de oricite ori in B(0,R)
’ n=0

si derivatele succesive se obtin prin derivarea termen cu termen.

In particular, pentru o serie dé puteri reale (cu coeficienti reah) Eo a,x"
nz

cu raza de convergenti R > 0, suma f: (-E,R) > R, flx)= Eo a,x" este )
o=

funcjne de clasi C” pe intervalul de convergenid, iar derivatele ei se obtin

n-1
prin derivarea termen cu termen. Avem f’(x) = E na,x si mai general,
n=1

oa

Y k = 0 intreg f‘k)(xj =Y nin-1)..(n -k +Da,x*"*; pentru x = 0, rezulti

n=k

F#X0) = k! @, . Acelasi calcul are loc i in cazul complex. Am demonstrat astfel:

COROLAR 2. Daci ¥ a,z" este o serie de puteri in jurulluiz = 0, cu raza

nz
dé convergentd R > 0 5i cu suma f(z) atunci pentru orice intreg £ = 0,
AN
k)

Evident, rezultatele de mai sus au loc pentru serii intregi in _]urul oricirui
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puncta e C.

TEOREMA V. 5. (unicitatea dezvoltirii in serie de puteri). Fiea e Csi

oo

Y a,(z-a)= Y b,(z-a) pentru orice z dintr-o vecindtate V a punctului
n=0 n=40 . '

a. AtunciVn20,a,=b. _ )

DEMONSTRATIE. Notind ¢, = a, - b,, rezulticad Y c,(z - )" = 0, pentru orice

n=0

ie V. Conform corolarului anterior, notmd euf: V- C 20 (functia nula)

n)
rezulid ¢, = e (!a) =0, pentru orice n = 0 adicda, =b,.
n!

In cazul real demonstrim de asemenea urmitorul rezultat relatw la
mtegrarea seriilor de puteri.

TEOREMA V 6.Fie ¥} a,x™ o serie de puteri reale cu raza de convergents

nz0

R > 0 si cu suma flx). Atunci pentru orice mterval compact [a,b] continut in
(-R,R), avem

n=0 n+1

(Cu alte cuvinte, sernle de puteri se pot integra termen cu termen in 1nterva1ul
de convergents).

DEMONSTRATIE. Seria de functii continue Y a@,x" este UC pe la,b], conform
nz(

-corolarului 2 al teoremei V. 2. Ea se poate integra termen cu termen conform
teofemei IV, 7. . ) '

v

EXEMPLU, Avern 1-x+x2-%x%3+. =

pentru orice x e (~1,1). Prin
+x - . :

' 2 3 .4
integrare rezulti C+x-*_ +% _ %
2 3 4

x = 0 rezults C = 0. Ca atare, are loc formula

. =In(1 +x), cu C constant3. Pentru
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2

]11(1+x)=x—% %-..—E( 2 e (1,0,
‘1 .
Aplicind teorema V. 3, rezultd In2= 1—._;. % = Z (- Dn ———, un fapt

remarcabil.

2. Seria Taylor a unei functii indefinit derivabile

Defini!:ia V. 4. Fief: [a,b] — Rofunctie de clasi C” pe intervalul [a,b], a <b
siflex; € (q, b) un punct fixat. Acestei perechi (f,x,) i se poate asocia o serie de

™)
puterl centrata in punctul %o, anume E A o
' n=0Q .

Taylor a lui f in jurul punctului x,.

Comentariu. Dar, in general, raza de convergenti a serief Taylor nu este strict
pozitivd; mai mult, chiar dacd seria Taylor a lui f in jurul lui x; este convergentd, se
poate intimpla ca suma ei sé nu fie egald cu flx), adic funclia care a generat-o. De

e ¥ dacid xe(0,1] |
gixg=0.

0 daci xze[-1,0]

in acest caz V n 2 0, f%0) = 0 deci seria Taylor respectivi are toti termenii nuli; ca

atare este punctual convergentd pe [-1,1], cu suma functia nuls (care nu coincide cu

.

exemplu, si congider#im functiaf: [-1,1] - R, flx) =

Are loc totusi urméitoarea

TEQREMA V. 7. (teorema de reprezentare a functiilor de clasi C* prin
serii Taylor). Fief : [a,b] —» R, d < b o functie indefinit derivabild astfel incit
s4 existe M > 0 cu proprietatea ¢ V n 20, V x.e [a,b], |f"(x)] <M. Atunci
pentru un punct fixat x, e (¢,b), seria Taylor a lui fin jurul lui x; este uniform
convergentd pe [a,b], avind ca sumai f, adicd ‘

o pn)
, ﬂx)=z)“(o)

n=0 n!

(x -xx)", V x € [a,b].

DEMONSTRATIE. Fie (s,(x)),,, girul sumelor pari:iale ale seriei Taylor
1) f‘"
11

respective deci s,(x) = flacy) +

(x - xg) +

(x - x0)*. Atunci conform

formulei lui Taylor cu restul Lagrange (teorema IV. 14), rezultiVn 20,V x € la,b]

(x - x)", numita seria )

'Daci o este un numdr natural, atu.nm [a] 0 pentru orice n > o g{ j- c,

g

2. Seria Taylor a unet functii indefinit derivabile 123

f{ )(E.’\) ne-l
flx) —s,(x) = T (x - x)

cu & intre x; six. Deci Vx € [a,6], Vn 20,

1) - 5,)| =wg ol le

D0 0 1)1 (b-ay+r

Rezultd pentru norma —sup, 0<|f-s,]< Moy 1_

(n + 1)

, pentru orice n = 0.

Observind ¢ lim B-ay-t

= 0 (deoarece aplicind criteriul raportului, se vede
noe (n+1)! ? .

ci seria 3 M;l

este C, deci termenul ei general tinde ciitre zero). in
n=0 (n + )1 * '

R .. UG
concluzie, lim [f-s,| =0, adicd s, = £.
n—0

Definitia V. 5. Fie o € R fixat; pentru orice intreg r > 0 punem
( ] [Ma-D . @-n+D gopy 4y
o =T n! -

n
1 dacd n=0

n o
dacd o >n. Seria de puteri reale [g] x G T SN
: n.>0 2

numegte seria binomiali de exponent o.

TEOREMA V. 8. Seria binomialy ¥

{ng” de exponent o (¢ € R \ N} are
nz0
raza de convergentd K = 1 §i suma ei este egald cu (1 + x)* deei V x € (=1,1)

(Qax)®=1+ Fxs a(a—1)72+_‘_+ a(a—l)_,,(q_narl)qrn
' 1! 21 nl

DEMONSTRATIE. Raza de convergents este
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x

Aceste caleule sunt corecte daci 0 <v <c¢; daci v <c se pot neglija toti

“ ' R=lim |( J ( Tl}l = lim | 22 ! |=1. termenii dezvoltdrii cu excepfia primului si se obtine E«lmovz, adies
‘| now PR hae O-N 2
i ‘

i Notind cu fix) suma seriei binomiale pe intervalul (-1,1), rezultd ci formula din mecanica newtoniana.
\. _

. oo - Do = 2) - . : .
{ it Vaxe (-L1), (L+x)ffx)=(1+ x)[OH ofoe - L + ¢ 2)1 x? + -:l‘ o), Definitia V. 6. O functie f : A — R{A c R deschis) se numegte R - analitici
\ I, _ intr-un punct a € A daci existd r > 0 astfel incit in intervalul (a - r,a + )

i ik dupa calcule imediate. Atunci [(1ﬂx) )u]f 0 adici (1)‘}:);)“ =C, constant, pe are loc o dezvoltare In serie de forma flx) = Eo‘ ¢, (x - a)®. Functia f se zice
: , +X ne
5 { intervalul (~1,1). Dar pentru x =0 avem f0)=1 deci C =1 si ca atare, R - analitici pe A «daci este astfel in orice punct din A.

Vxe (-1,1), Rx) = A +2)% . : \

I
\ I . Dac# f este R — analitica in vecinitatea lui a, atunci ea rezultid indefinit
. ' ' '

. x : 5y ) . ‘
I ~ EXEMPLUL 1. Pentru oricex e (~1,1) auloc urmétoarele remarcabile dezvoltéri derivabilf‘i si in plus ¢, = fa) pentru orice’ n 2 0. Reciproca nu este
| in serie In jurul originii: _ : )
|‘ ! 1 _ (Lexyt=l-z+a-xP+..; _ | adevarata aga cum arati exemplul f11nc1:161 fR-R flx)=e" “U* ack x = 0,
?‘ ‘ 1+x ‘ o A0)=0; in acest caz, Vn =0, f00) = 0 si daci f ar fi analitici in in punctul
i _ - a = 0, ar rezulta ci f este nula pe o vecmatate a originii.
i ‘ ' 1 =1+x+x2+...=2x” ’ -
! ‘ . l-x - =0 In cazul complex, C - analiticitatea se dovedegte a fi echivalenti cu
‘i" o - . olomorfia, dar R — analiticitateg nu este echivalentd eu derivabilitatea.
il J = v2og,ty Loy 18 '
| | | bre =Qea =l oo 3% ' 15
j|‘ | : S _ \ o 3. Functii elementare
| ‘ EXEMPLUL 2. Degi functia reald f: R - R, fx) = 11 + x%) este definitd pe _ '
I % " intregR, dezvoltareaflx) = 1.— x% + x* — ... este valabild doar pentrux e (-1,1).

| Rafiunea acestui fenomen se explicd doar prin trecerea la variabild complexa:

=1-2z2+2%- . pentru [z]| < 1, iar functia flz} =

1422 1+22

i n
Definitia V, 7. Seria de puteri complexe Y. f_!_ are raza de convergenti
n:
nu este. N ‘ ‘ T n20

avem

) R = deci este convergents pentru orice ze € suma ei se numeste

M definits in punctele i. exponentiala complexa a lui z si se noteazi

i

I

i 2 n

! R explz)=1+2 +2 + +2 4, (1

i g EXEMPLUL 3. Pentru o particuli cu masé m, masa de repaus m; si vlteza v, ] . _ p() 1[ a1 nl (1)
|

! / Dim fin continuare proprietdtile principale ale exponentialei compléxe

1 : | - areloc rela’gla m =my/Y1 - (v2/c?), undec este viteza lummn Energ'la cmetlca exp: C o C Prop tile p P p f P

1l a particulei este

. 1) exp este olomorfi (deci i continud) in Csi exp/ = exp. Demonstrana rezulti
. . : din t V. 4
i E=mec?-mye?=me (1-v¥e) 2 -D=my 2[%(!}:’6)2 + _g-(v/c)'* + ]= 1 1n teorema

2)exp(0) = 1siexp(l) = e. Evident, direct din (1).

\:'| ‘ = lmovz + EmO_l.)i + ... . HV abe C, éXP(a +b) = BXP(G')'QXP(E’)-

Demgnstratia rezulti din
: : : . 9 B U teorema II. 11 relativ la produsul seriilor AC.
I :

N
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exp(z)-1-2 - 2 z

: o2 7 oAl oL
4) Avem 313%) — R
formula (1} de definitie. ‘ .
5)V z € C, exp(z) # 0, deoarece exp(z)-exp(—2) = exp(0) = 1. Apoi

. Aceasta rezulti din

© —p

-explz) = Z - Y Z_ -expla).
n=0 nl .20 n! )
6) Considerind grupurile comutative (C,+,0), (C,-,1), aplicatia exp : € — C este
un morfism de grupuri. ’ . ) )
Vom scrie in continuare € in loc de exp(z). Trebuie observat cd dacé xe R,
atunci ¢” € Rsi aplicatia R — R, x = ¢* este un morfism de la grupul aditiv al
Iui R la grupul multiplicativ al lui R,

7) Pentru orice x € R, atunci evident (%) = € si in plus & > 0 (da_cé x>0,
aceasta rezultd din definitia V. 6 5i daci x < 0, atunci —x > 0 si folosim faptul
cd e¥e™ = 1). Rezultd ¢i functia R — (0,0}, x = &” este strict crescétoare.

8) Daci x = 0, atunci e > 1 gi dacd x < 0, atunci 0 < e” < 1.

9) Avem lim e® = o= (deoarece pentru x > 0 avem e¢* > 1 +x) gi lim e*=0.
x> -
X —> oo . )
Atunci aplicatia exp : R — (0,%0) este bijectiv, continud. Inversa ei se noteazé
In : (0,2) = R si se numegte luarea logaritmului natural. Daciie > 0,a # 1,

se definegte log,x = .;.Ex_ si a*-e*"?%; ge deduc imediat proprietitile uzuale
ne

ale logaritmildr si ale functiei exponentiale in diverse baze. Scopul nostru nu
este sd4 ne intoarcem la materia invitatd in liceu ci sé subliniem unele
elementele de logicd intern# a dezvoltirii notiunilor de Analizd matematicd.

10) Pentru orice x € R, [ei"| = 1’. Tntr-adevér, conform 5)- e* g_i e sunt

) ix, . —i: = Ix —~i :
conjugate deci |e”| = |e7| si cum e*-e™ =1, rezultid |e™|-|e™| =1 deci
|e*| = 1. Desigur, conform forniulei (1)

o= 4 I x_ix3+.+(ix)”*+
ETRECTEET n!
Definim V x ¢ R,
2 .4 b 2n
— ix = _.’.'C E___‘_.= —1)”"_2_ (2)
cost - Re(e™) 2 1= 5+ Zp == X C ey
3 5 bt 2n+1
inx=Ime®="-% +% - =% (-1 X (3)
sinx = Im(e ™) T 5 E nX;O( Bt 1

Evident, sin 0 =0, cos 0 =1. De asemenea, eos 2 = 1 — 2421 cu eroarea
absolutd < 2%4!, deci cos 2 < 0. Totodati rezulti celebra formula a lui EULER

3. Functii elementare “127

Vx e R, ¢ = cosx + ising.
Deoarece €™ = cosx — isinx, rezultd ci V x € R,
e gl et _p-ix . ' .
cosx=— . | sink= — ., cosx + sin®x = 1, Jeosx| < 1, |sinx] < 1,
2 21 :
11) Avem (cosx) = —sin, (sinx) = cosx, derivind termen cu termen in formulele
(2) g1 (3). Seriile respective au raza de convergenti K = < deci sin, cos sunt
functii R — R, de clasid C™.

12) Se demonstreazi cu usurinti formulele de trigonometrie clasici de tipul
coslx + )} = cosxcos%; - sinxsiny, sin2x = 2sinxcosx ete.

13) Mulfimea M = {x > 0 | cosx = 0} este nevidd, deoarecé cosO=1> 0 si
cos2 < 0, iar functia cos este continuid. Mulfimea M fiind minoraté, existi
m =inf M si cum M este inchisd, rezultd c& m e M deci m este cea mai mics
solutie strict pozitivd a ecuafiei cosx = 0. Acum este un moment solemn,
pentru cd vi se di prima definitie riguroasi ‘a numirului w, eliberati de
compromisuri peometrice. Anume

T =2m, -

deci cos(n/2) =0 si" V x e [0,1/2), cosx > 0. Deoarece cos0 > 0 sl cos2 < 0,
rezultd 0 <7/2 < 2 deci 0 < w < 4. Totodatd funcfia sin este crescitoare pe
f0,n/2]. Deoarece sin0 = 0, rezulti ci sin(/2) > 0 si din relatia

sin®(/2) + cos¥(mw/2) = 1,

rezulta sin(n/2) = 1. F“ormula Iui Euler arats ei

+ K
2
3 T .. T .
e 2 =cos’ +isin =i,
2 2

de unde deducem ¢i ™ = -1 si ¢*™ = 1. Din proprietatea 3) rezulti ci
Vze C, E=z+2m'=,ez,e21r:i:ez ,

adicd exponentiala complexs este functie periodici de pericadd 2mi. De
asemenea se aratd wusor cd e =1z = 2kni, ke Z; deci
ef=e"ou-v=2%nicuke %

A4) Fie T = {z € C| |z| = 1), circumferinta unitate. Aplicatia ¢:{0,2n) - T,

¢(x) = e = este bijectivi $i continud. Demonstratia este imediati.
15) Exista o singura functie realid £ : R — R, astfel fncit f = £ f>08R0)=1
Intr-adevdr, daci ar exista doui astfel de funcii fg atunci

e off ’ -
(_‘5:} = M =0 dect % =C, constant; pentru x=0, se obtine

)P

oy "I =1s1 in concluzie g =f. Aceasta arati ca functia flx) = "

studiaté in licen coincide cu cea introdusi aici, prin formula (1), De asemenea
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existd o singurid functie reald f: (0,=) - R derivabild, astfel incit fllc) = R

’ x
pentru orice x > 0 si All) = 0, anume [ = In, logaritmul natural: Aceasta este
inversa aplicatiei bijective R — (0,e9), x r» ", in fine, functiile cos, sin definite
prin  relatiile (2) gi (3) coincid cu cele din liceu (pentru ca aplicind
teorema V. 7 pentru functiile din liceu cos, sin, in jurul lui x4 = 0, se obtin

‘tocmai dezvoltarile (2) si (3)).

~ AY
Comentariv. Un numir oe C se zice algebric daci existd un polinom
Pix) = e + cpx * 1 + L. +c, cu coeficienti din Z gic, # 0 astfel tneit P(a) = 0. Numerele
reale sau complexe care nu sunt algebrice se numesc transcendente. Se poate ardta
¢4 numerele algebrice formeazi un subcorp A al lui C; evident Q c 2 (deoarece
o =mfn, n=0 verifici ecuatia nx - m =0). in 1873, HERMITE a demonstrat ci
numiirul e este transcendent, iar in 1882, LINDEMANN a ardtat cd & este transcendent
(in particular, rezulti ci e gi © sint irationale). Cu aceasta, Lindemann a dat
réspunsul definitiv negativ problemei cuadraturii cercului. Fiind dat un cere, a construi

un pétrat cu aceeagi arie, numai cu rigla i compasul, revine la a construi \/‘E pornind
de la un segment de lungime 1; dar lungimile construibile sunt in mad necesar

algebrice, iar \/E nu Iestg algebric. Avem

oo

e=2i$in=4iﬂ

n-o n! n-0 2n+1

3 L8

(aceasta rezulti din dezvoltarea arctgx=x- % + - pentru x — 1 §i aplicind

. teorema V. 3).

Trecem la studiul funciiilor trigonometrice complexe.

Definitia V. 8. I:fentru orice z € C se definesc
—p iz
2

e re i ez
cosz-:.—e_.,sn}zz

z -z Z_ pn—% . '
chz=2"12  shz-% "
. 2 2

Din dezvoltarea (1) rezultd dezvoltirile in serie

Zn+l

b ) 2n had
_ _ 1 n 2 , : - - 1 n 2 ,
cosg = 32 (-1 iz = 3 - Wy

hind z2u bt zEn +1
chz= Y = __,she=3y =
noo (2n)! noo (8n+ 1Y
valabile in tot planul complex, iar functiile cos, sin, ca gi functiile cosinus
hiperbolic, sinus hiperbolic sunt olomeorfe in C.

¢
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Direct din definitii, rezulti V z € C, formulele urmstoare:
e” =cosz +isinz, ¢ = chz + shz,

(cosz) = - sinz , (sinz) = cosz , (chz) = shz , (shz) = chz ,

2 P2 2 . -
2z +sin“z=1,ch% -gh?% = 1, cosz = ch(iz), sinz = - ish{iz) .

Este clar cum se poate continua cu studiul funct;ililor

Cos

tgz = SU¥ ,ctgz = C(_)SZ ,thz = shz etc.

& cosz sinz chz

(deﬁr.l‘ité in punctele unde numitorii nu se anuleaz). Ecuatia sinz = 0 are
solutiile z = kx, & € Z; iar daci cosz = O,atunciz =12 + kn, k ¢ Z.

Ne ocupém in continuare de notiunea de argument al unui numér complex
nenul. Fiez € C, z # 0; ecuatia e®=_%_ are solutii 6 € R i dacd 6, € [0,2n) -
z 7

este o solutie, atunci multimea tuturor solutiilor va fi 8, =08,+ 2kn | 2 ¢ Z).

Definitia V. 9. Pentru orice z e C, 2 # 0, se numeste arguméntul lni z

multimea Argz a tuturor acelor 6 astfel incit e =_Z . (Argz este nevidi
2]
conform proprietitii 14)). Orice element al acestei mul{imi " se numeste

determinare a argumentului Iui z. 6, se g
. o . numeste det i
principald. Asadar, Argz = {6, + 2kn | k < %}. $ erminarea

EXEMPLU. Arg(1 + i) = {w/4 + 2kn | k € Z); Arg(-5)={n + 2kr | k ¢ Z)}.

Dacd n =2 este intreg, atunci radicalul complex de ordin n este

‘ \/;={weC[w”=z}.Décéz¢0, atunci

n n .0, + 2k '
Vz = V]z| -exp PR ;R=0,1,..,n-1

n

Defn_n!:la Vf 10. Dacd ze C, z#0, logaritmul complex al lui z este
muull;lmea _an =lwe C|e”=2} Scriind w = u + iv, ecuatia e* =z devine
e*(cosv + isinv) = [2{(cosh, + isinf;), de unde e .
w=Inlz|, v =08, + 2kn, k € Z. Rezultd urmiitoarea formuli

= |z} si v - 8, = 2kx, deci

‘Lnz=In|z| +iArgz .

.

Existd o infinitate de determiniri ale logaritmului complex, anume

(Lnz), = Injz| + i(8, + 2k0), ke &; i
gt : iy ; pentru 2=0 se ob i
principald 1) < Ine | + o, obtine determinarea
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Pentru orice z € C, z # 0.5 pentru orice 0. € C se definegte puterea

zoc = eaan. ‘

EXEMPLE. 1) Ln(1+ i) =Iny2 + i(% +9k1) ke Z.

2) ii=eini=exp(i(inl + a(% + 2kn))) = exp(~ % +2kn) , k€ Z.

in Analiza complex3 este important de introdus un concept.de functie
logaritmicé, cu valori bine determinate. Fie Q c C un deschis st 0g Q) se
numeste determinare (sau ramurd) continui a argumentului in Q orice

functie continui o : @ — RastfelincitVz e Q, e iaz) - _ZT Prin determilllare
(sau ramurd) continu# a logaritmului complex in Q se intelege orit?e functie
¢ : Q- C astfel incit Vz e €, e¥?) = z: de exemplu @(z) = Injz| + iolz) gste
o astfel de determinare. O astfel de functie este olomorfd in orice punct z, & Q
si in plus :

- -olzy) L. (z) - 9lzq)
ollag - Tim 2B 70CY _yyy OB OOy 9200
232, Z2 -z 2z @@ _ e‘P‘zu] zozy P [P TR g
' - . ' x 1
si tinind cont ed lim Eu__l =1 (conform 4)), rezulti ¢’(zy) =z_. Se poate
u—0 It : o

arita ci in @ = € \ {0} nu existd nici o determinare continui a logaritmului
dar daci d este o semidreaptd prin origine; atunciin Q= C \ d existd o astfel
de determinare. o

In incheierea acestui paragraf, prezentdm dezvoltirile 11'1.n1tate gle unor
functii elementare. Daci f: V. =R, 9 V — R sunt functii definite pe o
vecindtate V a unui punct ¢, € R, se scrie

f e olp) in ¢, dacd :121;" ._(};%))_ =0

(se citeste "f este un o mic de ¢"). Cazul cel mai intilnit este @(t) = & - &,)",

o o R - P
n 2 0. Dacdi fit) = P,(t) + ot — t,)" In %, adicd lim ———=

0 si daca P,
=ty {t - to)n ’

este o functie polinomiald de grad <n, atunci se spune cé- I,)” es:ce 0
dezvoltare limitatd a lui f de ordin n, in jurul i ¢, IndicAm citeva
dezvoltiri limitate importante, care rezulti din formula Taylor:

2 n
x x

ef=1+ % & fo+ T +olx™);

2! n!

4. Aproximarea §i interpolarea functiilor ' 131

x  x8 n+1

; _
sing = 2. - T N M+ 1y,
T 3 CV g e

2 . P
cosx=1-% 4  +(- 1)”_Hx_‘n_ +o(x 2"y ;
_ 2l (2n)!
Pentru orice x € (-1,1) avem:
: 2
In(l+x)=0x<%X_+ +{(- 1)"'195_'1 +olx™);
2 n ’
1
1-x

(L+x)%= 1o+, ¢ O Do -n+1)

- nl

Dezvvolttarea limitatd a unei functii £, de ordin n, in Jurul lui #,, este unica,

daci exista. Intr-ade\'rér,l dacd fl¢) = P () + ot - ¢p)" §i fB) = Q1) + olt — £,)",
cu P,@ polinoame de grad cel mult », atunci punind

=lwx+..+x%+0(xm);

xt+o(x™).

P~ Q) =ag+aylt ~ig)+ ..+ a,(t - 1y)" rezultd @, = lim __P"(t) ~ Q.0 =0

. ‘ _ trty (t - to)l"
pentru orice p =0,1, ... ,n 'deci P, = @ . Dezvoltari limitate au loc si in cazul -
complex. '

4. Aproximarea si interpolarea functiilor

Fiind dati o funcil:ie f:I— R definiti pe un interval I, problema aproximarii
este de a determina o funcfie mai simpli g : 7 >R (de exemplu polinomial#)

. astfel incit V x e I, flx) « g(x). Orice astfel de formuli trebuic Insotitd de o

evaluare a erorii absolute
' e, = |fle) -glx)|,, pentrux e I.

Arslt;fcil, forr:flula lui Taylor permite aproximarea localid a unei functii £ de class
C" " (I} printr-un polinom de grad < n; adjectivul "locald" se refera la faptul

~ oa )
ca V a e I, aproximarea f(x) = Z F¥a)

> (x -a)* are loc intr-o vecinitate a
k=0 ! . :

punctului a. Utilizarea restului Lagrange (sau a restului integral) permite

evalugrea erorii absolute in aceasti formuli.

_Exista si un alt tip de aproximéiri, anume cele uniforme (sau globale).
Dacd flg: TR sl £¢>0, g este 0 ¢ — aproximatie globald a lui £ daca
d(f;g_) <e, adicd Vx e I, |flx) ~ g(x)| < . De exemplu, daca f este o functie
continuél pe un interval compact [e,b], atunci V ¢ > 0, este & — aproximati
glqbal cu o functie etajatd (conform corolarului teoremei II1. 8). De asemenea
existd o teoremd datoratd lui Weierstrass care arati cj pentru orice functie
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continu# f: [a,6] - R si pentru orice ¢ > 0 existd un polinom P astfel incit
d(£.P) < e, adics in "tubul de functii" limitat de f— &,f + & este situat graficul
unui polinem. _ ’ S

fn cele ce urmeazi, ne vom ocupa de un alt tip de aproximare, numita
prin interpolare. Aceasta se referd la utilizarea tabelelor de valori discrete
asociate unor funcii, care apar curent in diverse tipuri de mésurditori si
prelucriri de date. Fie x4,xy,...,x, puncte distincte din I (numite noduri de
interpolare) sif : I — R o functie teoretic definita pe I, ale céirei valoriy, sunt
cunoscute doar in nodurile x; deci

fix;) = ¥;, pentru i=0,1,.p

Orice functie g: I —R astfel incit glx) =y, 0<isp, se numegte 0
aproximare a lui f prin interpolare. Graficele lui f i g trec ambele prin
cele p +1 puncte M,(x,y). Una din functiile g remarcabile o constituie
polinomul Lagrange P de interpolare de grad < p, asociat lui f §i punctelor
MyM;,....M,, pentru care Plx)=flx), 0<i<p. ' .

TEOREMA V. 9. Polinomul Lagrange de interpolare P asociat tabelei
g %y P oxistd si este unic; in plus, dacd f este de clasd C° * 1) §i
Yo Y1 - ¥p :

.t . M
M=su1;|f‘p (x)|, atunei jf-P|<
. x€

@+ 1)

sup | (x ~ xp)ee —2cp) .o (e - x) |

DEMONSTRATIE. Pentru orice i, 0 £ < p, considerim polinomul de grad p

(x = xg) oo (x —x; g Yo -2, 1) o (X~ xp)

L;(x) =
N (xi —xo) e (xi - X; _1)(xi X . 1) ces (xi "‘xp)
: P
si se observd ci Lyx)=3; pentru 0<ij<p. Luind Plx)= Y yLix), se
i=0
2

A
observi ci grP < p si Plx) = Y wyiLix) = Y ¥:8;; =y;, pentruoricej = G,1,....p. .
i=0

i=0

Unicitatea Tui P se demonstreazi astfel: dacs P, P, sunt doud polinoame de
grad <p astfel incit Py(x;) =y, Polx)=y; pentru orice 0<i<p, atunci
polinomul Py ~ P, are gradul <p si are p+1 riddcini, anume nodurile
XX 1%y Decl Py — Py este polinomul nul, adicd Py = P,.

De remarcat ci polinoamele L; depind numai de alegerea nodurilor de
interpolare. Stabilim acum eroarga absolutd pentru formula aproximativa
flx) = P(x), x € I. Pentru x #x;, 0 <i-< p, notdm : -

RO = flx) - P(x)
(x - xg)x - %) .o (X -2x,)

() = flw) - P(w) - R(x) - (@ - %)t — %)) - (@ = ).

"reali de grad <&k. Orice polinom este o func
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Functia ¢ se anuleazi in p + 2 puncte distincte, anume x

uleaz - Xy, deci
conform teoremei Iui Rolle aplicati succesiv, derivata o'P B e vy

‘ ‘ se va anula
intr-un punct § e I, de unde va rezulta ci 0 =% YE) - R(x) - (p + 1)!, adici

- R =270
{p

sl (x —x)x = xy) ... (x - x,), de unde evaluarea din enunt.

EXEMPLU. Determinim polinomul Lagrange de interpolare asociat tabelei
012 4 '

) , : 100-3

In acest caz, avem p'=3,y,= 1,5, = 0,9, = 0, y, = -3,

&

. LU(S’C) - (x —xl)(x," xz)(x - xa) _ (x _ 1)(x _ 2)(x _ 4)
(g =xy)xg - 2)mg — %) T (- D(-2)- D)

Ly(x) = (x ~ %) - 2)x - ) _ xlx - 2)(x - 4)
(.‘JCI -‘xo)(xl "xg)(xl - Xg) 3 .

Lz(x) - _ x(x = 1)(3: - 4) ,La(x) - x(x - D(x - 2) )
4 24

. 3
si ca atare, Plx)=

-1

L L) = Ly(x) = 8Ly() = - i_ (x® - 532 + 8x - 4), dupi

calcule usoare.

II}_ lgc dfa polinoame se pot folosi functii polinomiale pe portiuni, numite si
ﬁ.m-ct.n spline”. Dacd I =[ab]l si Ata=xy<x,<..<%x, <x - b esi:e§
diviziune cu n noduri interioare, o functie s : 7 > R se ﬁumen Eez spli d0
grad & (k > 1) relativ relativ la A daci s este de clasy C* () ot pe orice

_1(1) - .
_ ' LA si pe orice
mterval [x,x;, 1, 0<i<n, s coincide cu o functie polinomiali cu coeficienti

exemplu t_ie spline, nu si reciproc; de

(e~ o)t = (x - @) daci x>«

‘ 0 dacid x<q

?,St? Splgle de g"rad k gj nu este polinom (pentru c# are o infinitate de zerouri
a?f;t a fi functia nuIa).' Se demonstreazd ci mulfimea S HA) a funci;iilm:
spline de grad % relativ la o diviziune A fixati cu n ?ioduri interioare

¥y < % < ... <, este un spatiu vectorial real, avind ea bazi functiile |

-2 k LS
17x!x PRITIPE (x _x1)+,(x—x2)f,...,(x —xn)}f

deci dimS, ,(A) = n + & + 1. Pentru determi i " '
. . minarea unei fun
necesare (si suficiente) n + £ + 1 conditii. eifunctiiS € S

n, k(A) sunt
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EXEMPLU. Fie flx) = sinx si nodurile x, = n/4, x, = /2 pe l =.[0,?r.]. Vrem 35}
aproximim f printr-o functie spline s de grad 1. In acest caz, dimS, (A) = 4 g1
o0 bazi este 1,x, (x —n/4),, (x — n/2),. Asadar,

n
§=cy +cgx ¥ cylax - %L +eylx ~ EL

si coeficientii ¢,,c5,¢5,¢, se determind punind patru condifii simple asupra lm
s; de exemplu

3(0)~ﬂ0)-0,3(z) ﬂK) —2-,3(2) )‘(2) s(n) =fln

Pentru functiile spline de grad superior se pun condil;ii§i'asupra derivatelor.

in incheiere, prezentéim citeva consideratii privind derivarea gi integrarea

numerici (aproximativa). . .

a) Fie f: [a,b] - R o functie de doud ori derivabild gl ue (a,_b); alegind h'
suficient de mic astfel incit z — h,u + h s8 aparfind interva}ulul. [a,b], atunci
in aplicatii practice se pot folosi urmaétoarele formule aproximative:

Flu) = w gy - 1) {(h; B - 2flw)

Dacid x5 <% <..<%,,,; sunt puncte echidistante situate in la,b], cu
h=x,~%,_; pentru 1<k<n+1, atunci notind y,=flx,), rezultd

- : Yhe1+Ye-1- 2 1<ks<n.
Fllxg) = ...___yk-*;l i pentru 0 <k < nsi ;) = 3 pentru |

. b
b) Fie f: la,b] — R o functie continui si J = Jf(x)dx. Facind schimbarea de

b—a"

D
variabild x=a+ t {(p>0 constant), rezultd = Jg(t)dt unde
p : 0

g(tj -b "% fa+ b "%, S& notiam y,=g() pentru i=01,.p si fie
P ry

Pi)= i y;L{¢) polinomul Lagrange asociat Iui g $i nodurile 0,1....,p. Avem
i=0
gt} = P(t} pentru t € [0,p] deci

) p s P
T = [e0)dz = [POdz =Y v, [L s
.0 0 i=0 9

o
Numerele c?’ ) = fLi(t)dt (i = 0,1,....p) pot fi tabelate si sunt independente de
0

functia . In concluzie, rezultd formula aproximativi
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b P
fros 5 .
a i=0

- numit# formula lui R. COTES (1682 —-1716). Folosind teorema V., 9. se poate '
da §i o estimare a erorii absalute in aceasts formuls:

23 P o P
|fﬂx)dx- ¥y = |fg(t)dt—fp(t)dt[s
a i=0 0 0 .

P ' p :
<[law -Poldrs. M (14t -1)...¢-pyar.
0 0

(p+ 1)

Pentru p = 1 se obtine formula trapezelor, iar pentru p = 2, formula Iui
T. SIMPSON (1710 ~ 1761). Fird a da detalii de demonstratie, explicitdm
formula lui Simpson. Fief: [¢,6] — R o functie de clasd C* h = (b — al¥n cun
par, n =2m; flex, = a + kh, k = 0,1,...,n. Atunci

b - .
[faydz - % [lg) + flzcsy,) + 44, + 24, |

a

unde

Ay =fay) +flocg) + oo+ flea, 1) §1 A = Alrg) + flacy) + ... + g, - o)

PN
Eroarea absolutd este < (b_a_)4_ 1.
On

1

EXEMPLU. Fie J =fe “dx. Nu se poate aplica formula Leibnitz — Newton
‘ . o

(deoarece ihteg:rantul nu are primitive exprimabile prin functii elementare). Se

2 4
poate aplica o dezvoltare limitati de tipul e* =1 + % + .f;_‘ dar este dificila

“estimarea erorii. Daci dorim valoarea lui J cu eroare < 1072, un caleul stmplu

arati cd este suficient de luat » = 4 in formula lui Simpson. Deci h = 1/4,
x;, = k/4 pentru k = 0,1,2,3,4, Ay = flay) + flxg), Ay = flx,) si rezulti

7 1_12[1 te+4(elf16 4 o916y 4 221/4] = 1,46
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5. 10 exercitii

1. 84 se determine raza de convergenti pentru urmitoarele serii de puteri:

a) E nz" b) E _._..z“'c) E ._Tz” (ze C)

nz0 nz1 I nz1

2. 84 se determine mulpimile de convergenté penfru seriile urmétoare:

a T 5D ¥ (””1] 9% e xeR).

nzQ nz0 nz0

3. S4 se determine suma urmétoarelor serii:

a) Y nx";b) T2 C)E___. Ex_u

nzl nz1 1 nz1 nl ~oazl nn+1)

o

. ) b k+n .
4. 54 se arate c8 functia J (x)= E _(}L[xT verificd relatia

kIR +n)

x2J)/(x) + 2 (%) + x? - n?)eJ (x) =0, pentru orice x € R gi orice n € N.

5. Si se arate ci:

, 4 2

a) sinfx=x2-%_+o(x?;b) e =14+x+% 1 0(x2),
3 o

X

[}

5 2n+1
o) arctge=x- + X o0 (10 E 4ol ).
¢ 5 2n+1

E)
6. Sé se arate ci daca f are o dezvoltare limitatd de ordinul 1 in jurul lui %, atunei
existd f(to) Dar dacé f are o dezvoltare limitats de ordin 2 1 in jurul lui 2, nu existd

neapdrat f (ty); analizati exemplul lui flz) = cost + t3sm_t_ dacdt=0; f0)=1git; =

7.Un numér real a>0 se zice constructivist daci existd functii calculabile
fgh :N—=N gn)#0 pentru orice n21, An)—0, astfel incit Ynz1,

|a - @ | <A(n). 84 se arate ci orice numar rational a > 0 este constructivist gi ci

T §i @ sunt constructiviste. (O functie f: N — N se zice calculabili daci valorile ei pot - .

fi calculate cu ajutorul computerului; aceastd definitie este desigur discutabilz).

8. 54 se determine mulfimile A ={z € C | sinz = 2}, B = [z e €| |sinz| = 1}.

9. 54 se determine polinomul Lagrange pentru: -
a) fix) = sinx §i nodurile x5 =0, x;, = W2, x, = 7;
01 2.3

b)tabela —_____ = - ° . -
20 1 4

“Qe*=yye (-1, decixe (—=0,0).
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10. a) 84 se calculeze cu eroare < 10‘3 integrala [ = f
5 xt+ 1

b} Si se calculeze T cu aprox:mape < 1073, folosind una thn urmétoarele formule:

dx 1 1
=4 ; m=18arctg__. - darctg_~_,
f +1 & 5 g239

INDICATII SI RASPUNSURI

&

La)R=lim| 2 |=Lb)R=12¢)R=1le.

n—e T+

2, a) (—1,1), b} Fie z:;‘ =¥ necesar |yi <ldecixe (-—3/2’99}

3. a) Fie Sx)= Y nx”, x e (-1,1) deci

n-1

S(x)=x+2x2+3x3+...=x(1+2x+3x2+___):x(x+x2+x3+_'_)-"=x[ X J
: ‘ . 1-x)

) _x %% 4B _
B) Sw =Tl Se=leneas =L v x e (C1,1). Deci

3 =

S(x) = —In(l ~ %) + C. Facem x = 0 gi rezulty C = 0.
¢} Sx)=e* -1; ' -~
d) Caleulim (x- S(x))’ ete.

4. in acest caz, raza de convergenti este « deci putem deriva termen cu termen de
dous ori.

f

23 %5

5.a) Avem sinx=x-%_ 4 =+ o{x®) si calculdim sin®(x);

.
b) Avem e®*=1+y + % +0(u?) si punem u = sinx ete.

1
l+x

4

c) Se integreazd dezvoltarea =1-x2+x%- .. sause aplicd formula lui Taylor.

6. Fie fle) = a + bt + o(t - £,). Ficind £ - ¢, rezults fltg} = a + bty. In plus,
- fty) = lim 0 -ty =lim 2* bt ol -ty -a-bt
tot, F-1ty t iy t-t,

=b.
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2 . - -
in exemplul dat, rezultd fAf) =1+ % +o(t2), fI0) = 1, £(0) = 0 & (0 nu exists.

7.Dacé a=plg cu pge N, g=0 luim fln)=p, gln)=qg si h(n)=0. Avem

1,1 (- n I FNS U L G A e e
n=4[1_§+€—...+2n+1+...]. Notu}d 5, 4[ 3+5 S e

4 imi = 1.1 1, .., avem '
{n—3n|<2n+3.81m11ar, e-1+_1_!+T!+...+m*: )

. 1 1 SO S P SO +...]s
Ie-snlﬂ(nd)f(n+2)1+"' (n+1)1[' n+2 (n+3)n+2)

<1 [1+ LD S O A
T D r+2 (m+2)? n+Dln+1

B.sinz=2¢& if_ﬁ=2;notinde’k=w,rezultéw—lfw=4i,w2—4iw—1=0deci
i

w = 2i % iy3 . Atunci .
iz=Ln(2i¢i\/§)=_ln(21\/§)+i(_T2i+2hrc) ,

ke i Apoi
' 1 [eiterin _ g-itve )] <

sinz = sinlx + iy) =

2i

= _1_[e-y(cosx +isinx) - e¥{cosx - isinx)] = sinx - chy + icosx - shy
21

girezultd |sinz| =VsinZ +sh®y deci B = {(x,y} € R® | shy = £ cosx}.

9. a) Plx)= - iz(xz —qx) : b) P = - % (x3 - 1222 + 23% - 12} .
T

10. Se poate aplica formula lui Six}lpson (n = 6) dar se recomand4 utilizarea dezvoltarii
lui arctgx. -

LECTIA A VI-A

DERIVATE PARTIALE, EXTREME LIBERE

INTRODUCERE

In aceastd lectie ddm primele rezultate de ealcul diferential pentru functii de
mai multe variabile reale. Cazul functiilor de o variabili este un caz particalar
$1 In acelasi timp el permite si o testare a intelegerii cazului general. Vom
defini i studia derivatele partiale, diferentiala, extinderea formulei lui Taylor
gi determinarea extremelor libere ale functiilor de mai multe variabile reale. .
In incheierea acestei lectii se dau citeva aplicatii utile. ‘

1. Derivata dupé o directie,
derivate partiale, matrice jacobiani

Fie a,b € R”, a # b. Definim:
dreapta ce "trece” prin a §i b ca multimea
' keRx=a+tb-a)te R

semidreapta din g trecind prin &

' xe R x=a+Hb-a),t=0)
segmentul ce "uneste" g cu b

lxe R x=a+tb-a),0<t<1)=[ab]

(ultima egalitate este o notatie).

" Vom numi directie in R” o semidreapti din 0 € BR". Este clar ci fiecare

punct 6 #0 in R" determind o directie dar puncte diferite pot determina
aceeasi directie. fnsi, orice directie contine un unic punct de norm# 1 numit
versorul directiei respective. Putem deci defini o directie si ca un punct
(vector) de mormi 1 (versor), Vom folosi mai des aceastd definitie pentru
directie. ‘

Comentariu. Orice semidreapti determini o directie (unici) (semidreptei {x e R
b-a

x=a+ib-a) t20] i corespunde directia s = If "). O dreaptd determind doui

directii opuse (dreptei {x € R%x = @ + £(b — a), ¢ € R} ii corespund directiile + "b )

-a
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54 fixdm o functie fix,,...,x,), f: A — R definitd intr-un deschis A c R"; fie
a = (ay,..,a,) € A un punct fixat gi x = (x,,...,x,) "punctul curent" din R". Fie
§ = (53,...,8,) € R" un versor n — dimensional (§s] = 1 adicd s,* + ... + 5,2 = 1).
Tripletului (fa,s) 1 se poate asocia functia de o ‘variabild reald
g(t) = fla + ts) = flay + tsy, ... ,a, + ts,), definiti in vecinitatea originiig mai
precis, cum A este deschis si ¢ € A existd r > 0 astfel incit Ble,r) c A; deci
Vie (-nr), dla+tse)=la+1ts-al=|ts| = |t| <r deci a +ts e Blar) si
astfel este bine definita functia g : (~r,r) > R, t = fla + ts).

Definitia VI. 1. Fie (fja,s) ca mai sus. Se spune cil f este derivabili in
punctul ¢ dupi directia s daca functia g este derivabild in ¢ = 0; in plus,
numirul real

97 (0) = g/(0) = 1im £4 -8©
ds t—-0 - I

se numeste derivata lui f dupd sin a. .
Agadar, notind x = & + s, vectorul x - a este coliniar cu ¢ si

.fi_i(a) < lim fa* ) -fa) 4 fx)-fa) lim £ -fla)
ds i=0 t t—>0 A z—=a £
’ x=a+lis

aceasta modeleazi "viteza de variatie a lui f pe directia s, incepind din a".
Vom nota in continuare cu :

e, = (1,0,..,0), e, = (0,1,...,0,....e, = (0,0,...,1)

vectorii bazei canonice din R"; evident, fiecare e,, 1 < k& < n este un versor.

Definij:ia VL 2. Fie flx,,...,x,), f:A SR, ae Aecamaisus. Se spune ci f are

derivata partiald in punctul ¢, in raport cu variabila x, (variabila de indice

k) daci existd _d.f:.(a);_‘acest numdr real se mai noteazi ;_f (a) sau D,ﬂa).'
k : po

Asgadar,

i(a)-;_dt(a)z.lim f(a+tek)—;f(a)=1im Rag, sy +t,.0a,)-Ray, .0, ...,0,) |

ey T dey, t=0 (3 t—=10 4

Functia f se zice derivabild partial pe A daci Va e A, existd _;f" (a) pentru
1

orice & = 1,...n. In acest caz se definesc n functii j}i A —-—) R, a~ ._a.f_ (a),
dxy, dx;,

1<k <n, numite derivatele partiale ale lui f pe A. Functia f se zice de

“clasd C! pe A si se scrie f e CYA) daci f este continui, derivahili partial pe

A gi cu toate derivatele partiale ?af_,..., aaf continue pe A.
. x, x

n
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In cazul # =2 vom scrie (x,y) in loc de (x,x,), iaf in cazul n = 3, punctul
cgl"ent (x1,%,,%3) 8e noteazi cu (x,y,2). O functie flx,y), f: A - R (A deschis in
R®) este derivabili in raport cu x si respectiv-cu v in punctul ¢ = (ay,a,) dacd
existi '

§i respectiv

X @)= 1im L1752 ~flay.ap)
ox £ 0 ¢

Y () = lim 10202+ - flas.a;)
t—0 t

* :
acestea reprezentind "vitezele de variatie a lui f pe directiile axelor Ox, Oy".

Dac# aceasta are loc pentru orice punct ¢ € A, atunci derivatele partiale ale
lui fin punctul curent din A vor fi:

E(x,y)= Lim J& 6,3 - fle,y) _ lim ﬂx+Ax.,y) - fx,y)
dx t=0 ¢ Ax— 0 Ax

I (0,9) = lim P D -Fy) gy flry + A) ~ fix,y)
oy t—=0 A Ay =0 Ay

Notatiile Ax, Ay, in loc de ¢, sunt folosite Tn practici. Totodats, retinem cé.gj:
. Cox

se calculeazi derivind f in mod uzual in raport. cu x (considerind y constant);

similar, a_;: se calculeazd derivind £ in raport cu y si considerind x constant.

Pentru o functie flx,y,z) avem:

-a—f(x,y,z) = lim f& * A%,y,2) -flx,y,2) ;
ox Ax 0 ' Ax ;

derivind in raport cu x si considerind ¥.Z constante.

EXEMPLUL 1. Fie flx,y) = 2% + x, A=Rsiqg = (5, =3). Atunci

3} 1 f(5+t,—3)—ﬂ5 -3) . af . f(5 -3+5H-A5. -
- -]_ L = - ’ ﬂ ] 3)_
(a) tln’{l) . ; Tsi La) thn:(l) ; =5,

in punétul curent, % =2x+y si ..aa_f_ = x; tnlocuind aiei x = 5, y = -3, regisim
. : Y ‘

valorile antericare.

EXEMPLUL 2. Pentru flx,y,2) = (x + ylsinyz avém, in punctul curent:
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o

I

EXEMPLUL 3. Fie ﬂxl,xz,...,xn)ﬂ/xf +x22+ +xf definitd pe deschisul -

of _

X, (xf

3}“

= sinyz, =

x : .
k pentru orice & = 1,2,....,n

A=R"\ {0}. Avem -
' rxd 4 )2

EXEMPLUL 4. -Oricé functie “elementar“" este de clasid C! pe orice deschis
confinut in domeniul ei de definitie; deci polinoamele, functiile rationale,
exponentialele etc. ca si compuneri ale acestora sunt functii de clasa CL.

Definit,ia VL 3. Fie Ac R" un deschis, a € A i F: A - R™ o aplicatie cu

valori vectoriale. Dacd f;: A > R, 1 £i <m, sunt componentele lui F deci

. IF,
(fl(x),"' f

fnx)) si existd toate derivatele partiale _"*(a)
. x;

Vxe A, Flx)=

15i<m,1<j<n,sedefineste matricea jacobiani (a aplicatiei F in punctul
a) prin ‘

o (a)

I <i<m,l<j<n

JF(G) =

(dupé numele matematicianului german C. G. JACOBI, 1804 — 1851).

Dacd m =n matricea Jy{a) este patratici si determinantul ei se numeste
}acobianul (sau determinantul functional) al functiilor f1s--f, In raport cu~
variabilele x,,...,x,, In punctul o si se noteazi astfel:

DG, L)
Dlx{,....x,)

Vom spune ci F este de clasa C' pe A (F e CHAY) daci fl, -f,, sunt de clasi
. Clpe A.

(a) = detJ p(a)

EXEMPLUL 1 ‘Fie aplicatia F:A — R, (p,0) »» (pcosd, psind), definiti pe un

deschis A c [0,0<) x R. In punctul curent avem

cos0 - psin®d
Jp(p,0) =

) si jacobianul este p.
simo

pcost

EXEMPLUL 2. Fie F : A — R, Fx) =
x = (xy, Xy, %3, x,), definitd in deschisul A =

(o + Ty + Inxg, x,/x,) = (fl(x) fo(x)), unde
fxe R* | x5 >0, 2, # 0}. In acest

= 1-sinyz +{x +¥y}-cosyz -z gi a_f=(x +4)COSYZ Y. | / :
'z ~

* OBSERVATIL Reciproca teoremei VI. 11 oste falsi, asa

LEMA. Fie (@
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f dacd existd o bild Bla,r) cA pe care diferenta fx) - fa) are un semn
constant; mai precis, punctul ¢ este un punct de minim (respectiv maxim)
local pentru fdaca V x e Bla,r), flx) 2 Aa) (respectiv Ax) < fla)).

“Un punct @ € A se numeste eritie pentru fdaca f este dlferenlslabﬂa ina

st dfla) = 0, deci of - {a)= .0 pentru orice k = 1,..,n.
X

TEOREMA VL 11 (teorema lui P. FERMAT, 1601 — 1665). Daci o funcfie f
ca mai sus este diferentiabild intr-un punct e €4, care este un punct de
extrem local pentru,f, atunci a este punct critic pentru r

DEMONSTRATIE Fix#m un versor s € R” ales arbitrar. Alegem r > 0 astfel tnelt
diferenta flx) — fla) si aiba semn constant pe o bil4 B(a,7) < A. Atunci functia
g:(-rr} - R, git) = fla + £s) este derivabiliiin = 0 si diferenta g(¢) — g(0) are
semn constant pentru orice - (-r,7). Aceasta fnseamn c4 ¢ = 0 este punct
de extrem local al lui g g conform teoremei lui Fermat din liceuy, rezulta

g0Y=0, adic# df (@)=0. In particular, aaf (@)=0 pentru 1<k<n g
X

dfla) = 0, conform teoremei VI 5.
COROLAR. Daca flxy,..%,) este o functie de clasi C.1 pe un deschis A c R",

atunct punctele de extrem local ale lui fsunt prlntre solu1;111e situate in A, ale
sistemului

af (xl 2"

b o
(x]_ PRITITA ) 3 ax

Hx,)=0.
axl

EXEMPLU. Extremele locale ale functiei fiz,y) = «® + 6y° — 9xy se afl4 printre

solutiile sistemului g)i 0, g; 0, adics 3x2 - ‘Qy =0, 18y - 9x = 0.

cum arati exemplal
functiei f: R - R, fx,y) = xy; punctul @ = (0,0) este evident critic, dar nu este
punct de extrem local pentru f, deoarece diferenta flx,y) - (0,0) = xy nu are
semn constant pe vreo bil centrati in origine.

_Corolarul teoremei VI. 11 aratd ci anularea derivatelor de ordin I
reprezmta doar o condiie necesari de extrem. In cele ce urmeazi vom da
conditii suficiente de extrem, deci criterii de a decide care din punctele critice
ale unei functii sunt i puncte de extrem ale ei. Este necesard in prealabil

" urmétoarea:

U)1< ijsn © matrice simetricd din MR si ¢o:R*"> R,
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n n . B
o)=Y Y} auxx;, x=(,..x,), forma patraticd asociatd, Dacd ¢ este
i=1=1 '

pozitiv definitd (adici ¢{x) > 0 pentru orice x € B® \ {0}), atunci existi A > 0
astfel incit V y € R*, o(v) 2 Aly|> '

DEMONSTRATIE. Fie § = {x ¢ R* | |x| = 1} sfera unitate din R". Fiind inchisi
i mérginitd in R", mulfimea S este compactd. Functia polinomials ¢ fiind
continui, ea este mé#rginiti pe S. Fie A = ;lélg o(x) deci existid é_e S astfel
incit A = @€). Dar § =0 (cici 0 ¢ S) si ca atare o) > 0 deci A >0, adici
Vx e S, plx) 2 A Dacd y = 0, atunci ihegalitatea din enunt este evidentd; fie

atunei Vy e R* \ {0} deci _u..y__".eS $i ca atare, cp(.ﬂuy_ﬂ)zl . In concluzie,
- ‘ Y ’ Y
1

5 @y} 2\ 5i lema este demonstrati.
Ix1 ' '

TEOREMA VI. 12. Fie flxy,...,x,), f : A — Roo functie de clasi C? pe un deschis
AcR* gl ¢ un punct critic pentru f. Dacd forma pitratici g = d%fa) este
pozitiv definitd (respectiv negativ definiti), atunci o este punct de minim local
(respectiv maxim local).

DEMONSTRATIE. P.resupunem g pozitiv definiti deeci conform lemei existi L > 0
astfel incit g(x — @) = Alx — a|®. Scriind formula lui Taylor_ in jurul lu a,
rezultid : ;

fx) =fla) + T (x) + _21_1‘%1 , unde

T =6y -a) L)+ s 2, -0) P (@) i

0x 1 X

N . 2 , 2
Rl=(x1-a1>221§(a)+2(x1—a1)(x2—a2) O @©)t -0 2L 1),

e 0%, 0%y ox
" s ox O vl _ O .
unde £ € [a,x]. Deoarece a este critic, rezultd ¢i - Z (a)=... = - {a})=0 deci
‘ . OXy n -
T (x) = Ogicaatareflx) - fle) = V2-R, in vecindtatea luia. Deoarece f e CZ(A),
2 2 2
“functiile 97 , of sy e sunt continue pe A deci

i o, o, o2
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-

Ry=(x;- al)zgig.(a) +2(x; ~ a){x, - ay) Ff (@) + ...

axl . ax18x2
2
o+ (x, —a,)? a’;(a) ro(lx-al®) =qlx-a) +o(jx - a|?) .
ox

n

Atunci ﬂx)—f(a)=.%R12.%'q(x—a)+0t(x)-!|x—a|£2, unde  lim o(x) = 0 .

X—=a

Rezultd fAx) - fa) Z{% + oc.(x))' lx -a? . Deoarece A > 0; se poate gisi > 0

" astfel incit M2 + alx) > 0 pentru orice x Bfa,r). Ca atare, flx) -~ Ra) = 0 pe

bila Bla,r) si @ rezulti punct de minim local pentru f.
Cazul punctului de maxim se trateazs similar sau se considera —f.

In algebra liniari se demonstreazi ci o form# pétraticii reald este pozitiv
definitd (respectiv negativ definiti) < toate valorile proprii ale matrieii
asociate sunt strict pozitive (respectiv toate valorile proprii strict negative). Am
vizut cd pentru forma pitratici d?fa), matricea asociat¥ este hessiana

H{ Ff (GS

axiaxj

<ij<n

Fiind simetric#, valorile proprii ale lui I vor fi reale. Rezulti urméitorul
lﬂroce_deu de determinare a punctelor de extrem:

Pasul I Fiind dati o functie reald Rysx,) de clasi C% se determina
punctele critice ale Iui'f.

Pasul II. Fie ¢ un punct critic. Se calculeazi hessiana H corespunzitoare gi
se determind valorile proprii ale lui H.

Pasul III (decizia). Daci toate valorile proprii ale lui & sunt strict pozitive,
atunci @ este un punct de minim local. Dac# toate valorile proprii ale lui H
sunt strict negative, atunci @ este un maxim local. Daci unele valori proprii
sunt strict pozitive gi celelalte strict negative, atunci a nu este punct de extrem
local. In fine, daci 0 este o valoare Proprie pentru H, atunci nu se poate decide
§i pentru a evalua semnul diferentei fix) — fla), se aplici o dezvoltare Taylor
de ordin superior in jurul punctului a. Se trece apoi la alte puncte eritice.

EXEMPLUL 1. Determin#m extremele locale ale funectiei

flx,y) =x + y + 4sinxsiny

in deschisul A =( ,%JX[O,%J din B% In acest caz,
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E =1 + 4 cosx siny, E =1 +4sinx cosy .
ox oy .
Punctele critice verificd relatiile sinycosx = -1/4, sincecosy = -1/4 deci
sin(x + y) = -1/2 si sin(x - y) = 0. Se giseste un singur punct critic, anume
a-= E’, % . Calculdm acum hessiana H in punctul a. Avem
12 . _ .

2 : 2
ﬂ(a)='—4sin2_?£=—2—\/§, aé;(a)=4cosz_?% =.2 +\/§,

dx? 12 ox

2
ﬂ(a) = —4sin2(F - -2-43.
? 12

Atunci

-2-3 2-\/5
2-y3 -2-/3

si valorile proprii ale lui H sunt ambele strict negative. Deci a este un punct
de maxim local pentru £,

H-=

EXEMPLUL 2. Determinim extremele locale ale functiei
fx,y,2) = 2% + yz + 82x < 22

Existd un singur punct critic, anume a = (2,-8,-4). IHessiana este

-16 4 0
H=| 4 0 1
0 1 -2

si are valori proprii atit strict pozitive cit si strict negative, deci @ nu este
punct de extrem local pentru £

OBSERVATIE. Fie K c R" 0 mul{ime compacts si £ o functie de clasa C? pe un
deschis care contine K. Extremele globale ale 1ui f pe K sunt atinse in puncte
din K. Dacd acestea apartin lui K ,» atunci ele sunt puncte critice si pot fi
determinate ca mai sus. Daci ele nu apartin lui K , ele apartin multimii
FrK=KE\K si sunt necesare alte metode pentru determinarea lor.

5. Aplicatii

In acest paragraf dim citeva metode aproximative, care pot fi cu usurints

"dizolvate" in programe de calcul.
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L. Metoda celor mai mica pitrate.
Presupunem c¢i in masuritorile unei méarimi flx) se obfine o tabeld de valori
de forma : . -

xo . x1 e xp

Y1 Yo - ¥,

Am vizut in lectia a V-a, 84 ci rostul interpoldrii este acela de a estima
valoarea lui f in puncte situate intre nodurile x;, 0 < i < p. Exist} insi situatii
in care este util de stiut cit de mult se abate graficul functiei f de la o dreapta.
Daci dreapta y = ax + b ar trece prin punctele (x,v;}, 0 £i £ p, atunei am avea
¥; —ax; — b =0 pentru orice i = 0,1,...p. In general acest fapt nu se poate
realiza gi se pune c%ndi'gia ca expresiile y; — ax; - b si fie "simultan mici", in
sensul ci expresia ' .

seuy, =flx), 02i<p.

P o
E(a,b)': E (JJL ""‘axi _b)z
i=0

s& fie minim4. Metoda celor mai mici pitrate consti in determinarea

constantelor a,b cu aceastd proprietate. Conform teoremei VI, 11, condifiile
necesare de extrem sunt o ’

p P :
_B£=0 ', _a£=0, adicd }° i-ax; =) %;=0,Y (y,-ax;-b)=0,

da - ab ) i=o i<o ,

Daca {ag,b,) este solutia acestui sistem (in ipoteza ci existd), se verifici ugor
¢ ea reprezintd un punct de minim pentru E. Dreapta y = agx + b, se mai
numegte dreapta de regresie asociati tabelei initial considerate; ea
'mediazd" printre punctele M(xy,), 0 <i < p.

Metoda celor mai mici patrate se generalizeazi astfel: pentru acecagi tabeld
de date cdutim parametrii €1,C---C;, $1 0 curbd de ecuatie y = Plx,c4,C5,...,¢;.)
care 34 medieze printre punctele M;, 0 <i <p. Se formeazi expresia

P .
E(Cl’cz:"'!ck) = Z [yi - (P(xi,CI,C2, :ck)]2
i=0

si se pun conditiile necesare de minim 9..}'2 =0,1<i £k, determinind valorile

de;

lui eq,¢,,...,¢;. - ‘
O altd generalizare a metodei celor mai mici pétrate este urmé#toarea’ fie

(X, 1) un spafiu vectorial normat real $1 ¥ < X un subspatiu vectorial. Se

fixeazd @ € X si se determind y, e Y astfel incit dla,yg) = la — y,l sd fie

minim4.

II. Metoda Iui W. RITz (1878 - 1909).

FieXun SVN realsif: X > Ro aplicatie fixatd, cu valori reale (numits gi

functional#). Pentru a determina extremele lui f pe un subspatiu finit

dimensional X’ al lui X, se poate proceda astfel: se alege o bazi (eqs..,e) & Tud




(de exeinplu, pentru n=2 séu.S avem g_fta) = “sﬁ BV, [l -cos, éue =(s,V. O
‘ s
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. 3
X'. Orice vector x € X' se scrie unic sub forma x =Y c;e; si se calculeazi

i=1
© flx) = Fleq,. 0. in_acest mod, se evidentiazi o functie reald de % variabile
(presupusi de clasd C!) si se pun conditiile necesare de extrem -_a£=0,
e

1
1 <i<k. Se determind de aici ¢y,...,c, §1 cu aceasta un vector x candidat la

solutia problemei.

III. Metoda gradientului.

Indicim o metod& mai speciald pentru determinarea extremelor unor functii
reale. Fie flx,,...,x,), f: A — R o functie de clasd C' pe un deschis A ¢ B” si
a € A un punct fixat. Presupunem ci ¢ nu este critic. Reamintim cd pentru

" orice versor se R", _gg.(a) = {s,V,f); notind cu n =versV,f= VIV fl,

versorul gradientului V f = grad_f, se observa cd

max E(a) - Y- (n,Vof)=1V,fl i min By = - Lia
s ds dn ds dn A

gi cosO este maxim pentru 6 =0 adicd s =n gi minim pentry 8 = w, deci
s = —n). Rezulti ci pentru fa fixate, variafiile extreme ale lui fin ¢ se produc
pe directia lui V fsi tocmai acest fapt std 1a baza metodei gradientului pentru
determinarea punctelor eritice ale Iui f, fird a rezolva sistemul

S o, 0.

o, T,

Fie d'eci fe CHA), ae Asi n, =V f# 0. Vom numi traiectorie de gradient

pornind din a orice drum parametrizat g : I — A de clasi C!, definit pe un |

interval centrat in origine, astfel incit
g0y=asiViel gdt)=V,,f deci g0) = n,

Agadar, imaginea drumului g trece prin « §i este tangentd in a la vectorul n,.
Notam () = flg(t)) = fig,(t),-...g, &), deci

riey = % @en gl + ..+ Fgen-g'n
a3'3]_, 2 ™

Xn

Dar : g{(ﬂ:i(g(ﬂ),.-- LENE) = U (@) deci
0xy d.

n
i=

R =% I gy - 1V, 1220,
=1 axi .

Agadar, functia 2 : I — R este monoton crescitoare, adics valorile ui f cresc
in lungul oricdrei traiectorii de gradient (si descresc in cazul cind g/(0) = —n,)
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TEOREMA VL. 13. Presupunem ci [ = (f;,%) si ci existi € =limg(t) in A.
. : & oo ’
Atunci & este un punct critic al lui f. -

DEMONSTRATIE. In caz contrar, ny # 0. Definim V ¢ e I, () = Rg{t)) ca mai
sus. Deoarece g(t) — &, rezultd c& A(t) > fiE). Deoarece Vf este continuu si
ne = Vgf# 0, existd m >0 i o vecindtate- V a lui & astfel incit V x v,
iVfl > m. Alegem ¢, € I astfel incit g(t) e V pentruf = ¢,. Avem V £ > ¢,

i
fh’('t)z,if = h(#) ~ lt)) si cum RAE) =V, f12 , rezultd
11 .

t t

fhf(t)dtzjm%t:m?(t- ty) .

41 4 ‘ :

Agadar, h(¢) > h{¢;) + m%¢ - ¢,) pentru orice t > t). Ficind ¢ - oo, ar rezulta ci

“RE) 2 o, absurd.

in practics, pentru a determina un punct de maxim local al fuﬁct;iei fse
poate proceda astfel: se fixeaza un punct xy € A suficient de aproape de £; se

determiné s, = V. /- Se determini A > 0 astfel incit x, + As, & A i g + Asy)
sé fie maxim si fie A, valoarea giisitd. Se noteazi x, = x, + AgSg; se determini
§1 =V, f, &; corespunde maximului lui Ry + As)) 2y =%, + Agsy, .y € xpy etc.

Metoda se adapteazi pentru cazul minimelor.

E§EMP2LU. Ciutdm minimul functiei fxy) =x° + y? —dx — 2y, cu restrictiile
x® —y" <16,y < 4,x 2 0,y = 0}. Evident, Vf = (2x - 4,2y — 2). Fixam x5 = (0,0)

deci 8y = -V, f=(4,2); flxg + ksy) = fi44,24) = 2042 — 204 si minimul este atins

pentru A = 1/2. Ludim x; =x; + _;_sb =(2,1) etc. De fapt £ = x, este punctul
cdutat.

6. 10 exercitii

1. S# se calculeze derivafele partiale de ordinul I gi 1I ale functiei f: B2 —» R
flz, y) = 2%y + xy2. }

2, S& se calculeze derivata funciei
FiR 5 R floy) = 2% - 5

Ppe—

in punctul (1,1) dupa directia [% ‘/EJ .
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3. Se considers functia f: R* - R,

{x2 +y % cos

fle,y) =

, (e,3) = (0,00
%21 y? Y

0 , (x,»)=00,0
S& se arate ci: )
_ i) f este diferentiabili pe R®

i) E , g sunt discontinue in (Q,0).
¥

4. Fie P(x,y,z) un polinom omogen de grad m > 0. S se arate cii orice punct critic al
funciiei P este un zero pentru P (adica {x,y,2,) critic implicd Plxgyg,zq) = 0).

5. 54 se determine extremele func1:1110r
R SR, fxy,z) = 3x +y + 2z — 2xy + 2yz
g R3—>IR 2lxy,2) = 28 +y +2% + 19y + 22,

6. Dintre toate paralelipipedele dreptunghice cu volum constant 1, determinati pe cel
cu aria totald a fefelor minim3.

7. Fie A=((rn82)e R, O<r<+e, 0<6<2m, zcR) 5 F:A SR, F={1f),
f1(r,0,2) = rcos8, fg{r 0,2) = rsin®, f3(r,0,2) = 2, 54 se determine F(A) aritind ¢ F este
o bijectie de clasd C! a lui A pe F(A).

B4 se calculeze jacobianul lui F.

8. Fie M(n) mulfimea matricilor n x n peste R. Prin identificiri naturale M(n)=R"". "

Considerim functia F : M(n) - M{(n), F(A) = AA' (A" transpusa lui 4).
Aratati cd F este diferentiabild si calculati dF(F)} unde I este matricea unitate.

, , y ,
9. a) 54 se calculeze 297, ny.ﬁ +y2£ dacd flx,y) = ol e xy| Y| cu g,y de
a2 dxdy dy? x x .

clasi C? pe R. ‘

h) 84 se determine o functie f: R?> — R de clas# C? care sa satisfaci ecuatia

: P
dx dy

§if,0) =x, A0 =35, Vxye R

=x+y pe]i&2

10. Séise determine dreapta de regresie care mediazd printre punctele M, (1,2), M,(2,0,
M,(3,1).

INDICATII ST RASPUNSURI

2
l Avem % 2y + 2 ,%—x + 23y, P 2y, G = 9% + 2y a]:=2x_

Dt dxdy
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2N0tams—[; ‘/2_] S a,n- 1af(1 1)+‘/_af(1 1= 12+‘/_( 2)=1- f

1
x2cog

' _ 2
3. 1) Avem pentru x = 0, flx,0) - f10,0) = x —:cccns_lE —> 0 deei E(O =0
x x xZx—>0

Analog f 2540,0)=0.. Avem in continuare

) -f0.0) _\[3 5

} X
i X2 4 y2 .

= 0 dec1 dﬂO 0) =

3 +y (x,y)—>(00) T

Diferentiabilitatea in cel_élalte—puncte,_rgzulté imediat.

e

2xcos 1 % sin

—_—

1 -
(x,¥)=(0,0)
2 2 2 2 2 2
ii) af(x V)= AR A A ete.

0 o (xsy)=(0:0)

4. Avem xg_P(x ,¥,2) +y%p_(x, ¥,2) +zg_£(x,y,z) = mPx,y,z) deci (xg, ¥y, 2p) eritic implic
. e by 2z

ﬁ(xo',yo,zo) = ig(xﬂ,yni,zn) = a_P(xo,y{,,zo) =0 deci Plxg, yg, 25) =0
dx dy dz

.
5. De exemplu pentru funcfia g obtinem punctele critice rezolvind sistemul:

3x2+12y =0
2y +12x =0

22+2=0
cu golutiile (0,0,-1) (24,—144,—1). Hessiana este
l6x 12 0
12 2 0 .
0 0 2

Pentru (0,0,—-1) se ahtin valorile proprii 2, E____,_ “2145 deci nu avem extrem (studiati

comportarea functiei g in jurul punctului (0,0,-1)). Pentru (24,-144 -1) valorile proprii
sunt pozitive deci punctul este de minim.

6. Sunt de determinat valorile functiei fix,y,2) = xy + xz + yz, x,y,2 > 0 cu conditia

xy x Y
%y » 0. Gisim punctul criticx = 1, y = 1 (z = 1). Se aratd imediat ci este un minim

xyz = 1. Scoatem z = _1. ¢l reducem problema la extremele functiei glx,y) =2y + = 1.1
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local. Pentru a ardta ci minimul este global avem g(1,1} =3 deci vom ar#ta ci

gley)z 3 i)entru %y > 0; xy+ i 1 3, Vxy>0 Notind u = _1. , U =i totul revine la
x ¥

a ardta ¢ uv(e +v - 3) + 120 wu > 0. Pentru  + v > 3 totul este clar. Ramine de
dovedit e¢& uv(u + v — 3) + 1 2 0 pe compactul

Kc]RZ,Kz{(u,U)E]Rz;u+vs3,u,020}

(am pus v =0 ciici pentru 2 =0 sau v =0 conditia este indeplinitd). Functia

7, v) = uv(e + v ~ 3) + 1 este continud pe compactul K deci 1si atinge minimul pe K-

Un calcul simplu aratd ¢é acest numdr este » = 1, v = 1 2(1,1) = 0 deci concluzia.
In definitiv solugia problemei este cubul x =y =z = 1,

7. Jacobianul este r etc.

8. Diferentiabilitatea functiei F rezulta imediat (F este polinomiald). Putem calcula
mai general

AF(AXB) = lin}) F(A + sB) —F(A) - lim (A +sB)(A +sBY -AA" _

8 =0 8
s=0 )
seR
2
~limAA‘tsBA'+sAB'+s"BB-AA' 1 pat, AR, GBBY<BA'+AB
s=0. 8 . 520

Pentru A = T avemm dF()(B) = B + B', V B ¢ M(n).

9. a)0.

. 2 R '
b) Din i _a.‘f. =x+y deducem-ﬁrf__+xy+b(y) cu b dé clasi C'. In definitiv
dx | dy : dv 2 -

fx,y) = % + xyTz +afx) + Bly) cu o, € CHW) .
Fx,0) = o) + BO) = x, A0y) = BOY) + a(0) = »2
Putem lua ofx) = x, P(y) = ¥* si obfinem functia fx,y) = %(x ty) byl .

10. y = ax + b. Expresia Ea,b) = (a + b - 2)% + (2a + b)% + (3¢ + & - 1)? este minimA.

Se obtine y = - %x +2 (recomandim desenul ).

LECTIA A VII-A

FUNCTII IMPLICITE, |
VARIETATI DIFERENTIABILE

INTRODUCERE

In aceastd lectie se prezinti problema functiilor implicite si citeva aplicatii
‘geometrice ale diferentialei functiilor de mai multe variabile. Ideea centrali
in studiul functiilor implicite este deducerea proprietitilor locale (deci in
vecinéitatea unui punct) ale functiilor diferentiabile, folosind proprietiti
corespunzitoare ale diferentialei. Faptul cii acest lucru este posibil justificd
nofiunea de diferentiabilitate si corespunde ideii ci functiile diferentiabile se "
pot "aproxima local" cu functii liniare. In acelagi context apare ideea de "forma
canonicd” pentru anumite tipuri de aplicatii diferentiabile. Pe scurt, in

- anumite coordonate alese convenabil, unele functii se reprezinti foarte simplu,

permifind o rapidA intelegere a proprietitilor acestor functii.

Cadrul varietitilor diferentiabile scufundate in spatii de tip R™ ofera
un interesant cimp de aplicatii geometrice ale ideilor enuntate mai SHus, cu 0
tendintd creseindé de utilizare in ingineria modern, de exemplu in studiul
sistemelor dinamice neliniare. 7

Din punct de vedere "practic”, aproximarea functiilor diferentiabile prin
functii liniare permite o utilizare sistematici a algebrei liniare. Este necesari
familiarizarea cu notiunile de aplicatie liniard, formi patratics, rang ete.,
1ard de care motivarea studiului apare ca insuficientd, daci nu inexistents.

1. Functii implicite
Reamintim ci norma unei aplicatii liniare 7' R — R™ este |7 = HSIHJ.PI 1T
Xy s

i cd |Tx| < [T)-Jx|, pentru orice x € R".

TEOREMA VIL 1.FieA < R*un deschisgif: A — R” ofunctie diferentiabils
pe A astfel inct - ‘ .

AE>0,Vxe A, Jdfo < k.
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Atunci pentru orice a,b € A astfel incit [a,b] c A, avem

1118} - flall < k1b - al.

DEMONSTRATIE. Reamintim ¢ [a,8] = ;s = o + £#b ~ a), 0 < £ < 1.
Definim functia @ : [0,1] - R™, @) = fla + t(b - «)). Aplicind teorema de
diferentiere a functiilor compuse, rezulti

W) =dfla + tb - a))b ~a), 0<t <1

si folosind ipoteza se deduce c¢i [¥/()| <k|b - af, pentru orice 0<¢< 1.
Folosind corolarul teoremei IV. 14, rezulti

[D(1) - D(0)| < &|b - af.
= fb) 5i ®(0) = fla).

Teorema rezulti observind ci ©(1)
COROLAR. Fie f: A —» R™ o functie diferentiabild, unde A c R® reste un
deschis nevid conex. Atunci sunt echivalente urmitoarele afirmatii:

i) f este constants pe A;

WdAix)=0,vxe A

.DEMONSTRATIE. Implicatia i) = ii) este evidenti.

'«<=" Fie a € A. Mulfimea M = {x ¢ A; flx) = fla)] este nevidi si inchisi in A
(f fiind diferentiabila, este continui). Pe de alti parte, fie b € M sir>0cu
B(b,r) c A. Pentru orice y € B(b,r), [b,y] cA si folosind teorema anterioars,
deducem fly) = Ab) = fla). Deci B(b,r) ¢ M, b fiind arbitrar in M. Rezulta cé
mulfimea M este deschisd (in A). Deci M este nevid4, inchisi si deschisi in
deschisul conex A, deci M = A gl f rezultd constanti.

Comentariu. Este remarcabil modul in care conexiunea este folositd pentul
"globalizare", deci pentru "a lpi" rezultatele locale.

Deﬁmg;la VII.1.Fie ABcR" desch1§1 (nevizi). O aplicatie f: A — B se zice
C! - difeomorfism daci este bijectivi, de clasd C! si cu'inversa de clasi C*.,

TEOREMA VII, 2, Daci f: A —> B este un C! - difeomorfism 51 a.e A,
atunci dfia) : R* — R" este un izomorfism Iiniar.

DEMONSTRATIE. Avem fof ! = idg, flof = id, si aplicind teorema de
diferentiere a ﬁmcj:iilor compuse rezultd (cu b = fa))
dﬂa) df~1(b) = idga, df 1(b)odf(cz)—ldk..
deci dﬂa) este un izomorfism.
OBSERVATIE. Din cele de mai sus rezultd urmditorul fapt interesant: daci

A cR" ¢l B = R" sunt deschigi st m # n, nu existd nici un C! - difeomorfism
f: A — B ("dimensiunea” este un invariant pentru difeomorfisme). in adevir,
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doud spatii vectoriale izomerfe au aceiasi dimensiune. Un rezultat analog are
loc i pentru cazul C” {omeomorfisme), dar este mult mai dificil de demonstrat.

Teorema’ care urmeazi are o deosebitd importanta in Analiza matematica si
afirmi c3 intr-un anumit sens teorema VII. 2 admite o reciprocs; anume

TEOREMA VII. 3. (teorema functiei inverse). Fie f : R* — R de clasi C*

Intr-o vecindtate a punctului @ € R*. Daci aplicatia dfic).: R® — R” este un

izomorfism liniar, atunci existi vecinétiti deschise V, W ale lui a respectiv

a lui b = fla), astfel incit AVY c Wsif|y: V— Wsi fieun ¢! - difeomorfism.
-

inainte de a demonstra aceastd teoremi, considerim necesar si o comentim

putin. Sunt de retinut urmitoarele:

i) Teorema are un caracter loeal. Aga se explici faptul cii desi am considerat
(pentru comoditatea scrisului}f : R* — R”, conteazi comportarea functiei intr—o
vecinitate a punctului a e R

ii) Chiar daci dflx) este izomorfism pentru orice punct x din R”, nu rezulti in
general cd f este bijectivi (pe imagine). In adeviir, este suficient si
consideram exemplul:

RS R Axy) = (e*cosy, e"siny).
{(deci forma reald a functiei ).

iii) Chiar local, problema bijectivititii unei functii de clasd C' poate fi de o

_considerabild dificultate. Importanta decsebitd a teoremei VIL. 3 constd in

aceea cii reduce aceasts problems la problema mai.simplad a bijectivitatii unei
aplicatii liniare. Stim cd bijectivitatea unei aplicatii liniare se reduce la
rindul ei la a arita cd un numér, anume determinantul acelei aplicatii, este
nenul.

DEMONSTRATIE. Vom face aceastd demonstratie in citeva etape.

1) Putem presupune ci dfla) =idg.. In adevir notind dfle) = T, este clar cd

pentru g = T 'of avem dg{a) =idg. si demonstrind teorema pentru £ 0 vom

avea i pentru [ cdci T este un izomorfism liniar (si deci wun

C! - difeomorfism!). Vo presupune ci dfa) = idgn .
2) Existd 8 > 0 astfel incit £ este C' pe B(a,d), dfix) izomorfism si
*) -%.Hx - ¥ 1< 1) - fl s_giux -y1,V 5y & Ba,3).

In adevar considerim aplicatia & =f-idg. care este de clasi C! intr-o

vecindtate a lui ¢ si dh(a) =

0. Existd deci & > 0 astfel incit A este C! pe




172 VIIL Funcfii implicite, varietdfi diferengiabile

B(a,8) si jdh(x)| £ /2 pentru orice x e B(a,5). Aplicdm teorema VII. 1
functiei k si deducem : :

I -7y) = =) € =51, ¥ 5y € Blasd)

din care rezultd imediat (¥).

3) Din prima inegalitate (*) rezulti ci f este injectivi pe B(a,8). In adevir
din’ flx) = fly) rezultd imediat x=y. Mai mult, pentru orice 0 <r< &

fiBa,r) < B(b,%r) (e-al<r= i) - b1 s 2l - al < %r).
4) Punctul decisiv gi cel mai difieil al demonstratiei coﬁsté In a arita cid
V0 <r«<d, ABla,r)) o Bb,ri2)

Deci trebuie s ar#tim ci ecuatia flx) =z are solutie (unici) x e Bla,r)
pentru orice z € B{b,7/2).

Vom aplica principiul contractiei (teoreina III. 2). Fie 0 <r < & si sd notém

X =Ble,r). X este un spatiu metric complet. Si considerim pentru
z e B(b,r/2)

F:iXoX Fa)=—fix) + 5 + 2.

Este clar ci F(x) = x <> fx) = 2 (pentru a arita ci F(X) = X avem
IF@)-al=]-fx)+b+x-a+z —bus%ﬁx—an tlz-bl<l +_;_'=r>.
Pentru a aréta ca F esi;,e contractie observiam ci ‘
| 1Fe) - F) IS 2 -y din (9

deci F' are un punct fix unic x € Bla,r) (cici [Fx) - al| <r asa cum am

" ardtat mail sus) deci ecuatia flx) =z are solufie unica in Bla,r) pentru

z € B(b,r/2).

5) Vom lua W = B(5,8/3), V = £ {(W) n Ba,) st fly va fl bijectivd de la V pe
W. '

6) Ramine de aritat ci inversa lui flv este de clasi ct pe W. 54 notiam
aceastdl inversd cu ¢. Este clar c& prima inegalitate (*) arati continuitatea
lui ¢. Pentru a arita ci ¢ este C* pe W se verificd folosind continuitatea ci
Vx e V df Yx) satisface conditia din definitia diferentiabilititii pentru ¢ in
punctul flx). Nu mai intrdm in aminunte. Continuitatea derivatelor partiale

ale lui ¢ rezultd apoi imediat din teorema diferentialei functiilor compuse.
Teorema VII. 3 este complet demonstrati.

In cele ce urmeazi, vom aplica teorema VII.3.a functiei inverse la studiul
problemei functiilor implicite. Fie A ¢ R? un deschis (nevid) sif:rA>R%o
functie de clasi C'. Multimea Ze=1{{x,y) € A; flx,y) = 0] este curba plani
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definitd de f. Studiul curbeler plane prezinti un deosebit interes (este
suficient sa amintim cazul conicelor, grafica pe calculator ete.). Apare astfel
ca foarte importanti intelegerea "structurii” multimii Z, , atit analitic cit si
geometric. '

EXEMPLU.

a) flayy=xt+yt+ 1 Zy=0

b) flx,y) = x* + y* Z; = [(0,0))

o) flay) =y — «° Zp=zy); y =%

deci Z; este graficul functicig : R > R, glx) = x2 (parabola).

Observim din aceé%e‘s'imple exemple ci structura multimilor Z, poate fi destul
de diferitd (in cazul general, mult mai complicatd). Un alt mod de a pune
problema este acela de a considera ecuatia flx,y) =0 si a incerca si "o
rezolvAm" in sensul de a obtine de exemplu y ca functie de x; din dependenta
implicitd a variabilelor x §i y sd putem (cel putin teoretic) "explicita" y ca
functie de x (deci de a reprezenta multimea solutiilor ecuatiei fx,y) = 0 ca un
grafic). .

Fie R* x R” identificat natural cu R* ™ folosim notatia x € R, v ¢ R™, -

(xy)e R" x R" (desigur x =(x),...x,), ¥=p--¥,). Pentru o functie

diferentiabild f: R* x R™ — R™, notatd flx,y); f = (f},....f,,), vom nota pe scurt
|

of1 of

—y) L =y

ayl aym
i(x,y) =l

af, ' df,

=Zlx,y) ... = (x,y

ay1 ’ aym

Are Joc urmatoarea importanti teoremi’

TEOREMA VIIL. 4. (teorema functiilor implicite). Fie f: B x R™ - R™ o
aplicatie de clasi C! in vecinitatea punctului (g¢,b) € R" x R™, astfel incit:
1) fa,b) = 0;

Lo
i) 2(a,b}=0.
dy

Atunci existd multimi deschise A « R", B c R™, ¢ € 4, b € B si 0 unici functie
g : A — B (gla) = b) astfel incit g ¢ CYA) si pe A x B, avem f(x,y) = 0 daci si
numai daca y = g{x), Vx € A. :

: |

DEMONSTRATIE. Considerdm functia F : R* x R™ -> R* x R™, F = (F,,...,F,
definiti astfel: ‘

+mh




= ;‘%
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Fl(x;y) =Xy
Flxy) ==z,

F, . ly) = filxy)

Fo v nty) = £,06y)

%= Xy, ¥ = Gty £ = Fravenfi):

Este clar ¢i F este de clasd C! in vecinitatea punctului (e,b), Fla,b) = (a,0).
Functia F verifica ipotezele teoremei functiei inverse in (a,5). In adevar

L o 0
0
D(F,,... o
Frobond Goyal o0 Py . Fny
DQxy,...%,, 51,3 ,,) 9yy Y m
o, of,
=2(a,b) . ™(a,b)
ayl aym

deci este egal cu _aag(a,b)_ §i nenul, pﬁn ipotezi,

Existd deci o vecinétate deschis# a punctului (a,b) pe care o putem presupune
de forma A x B (cu A deschisi in R®, a € A, B deschisi in R™, b € B) astfel
Incit Fly , p: A x B — Westeun C' - difeomorfism. Avind in vedere definitia
functiei F rezultd ci FYxy) = (x,h(x,y)) cu i de clasd C!. Deducem cl
e, alx,y)) = y pentru orice (x,y) ¢ W (F si F! sunt inverse una alteia!). In
particular, flx,h(x,y}) =y pentru orice x € A si putem lua g(x) = h(x,0).
Verificarea aménuntitd a faptului ci g satisface toate concluziile teoreme; o
ldsdm in seama cititorului.

Vom arita cé derivatele partiale ale funectieii & mai sus definite pot fi caleulate
cu ugurintd (chiar daci g este din punct de vedere practic greu de obtinut).
In adevér, cu notatiile si ipotezele teoremei VII. 4, avem

filog(x)) = 0
) Vxe A
fnlrglx)) =0
Pentru orice j, 1 £/ < n, obtinem derivind relatiile de mai sus in raport cu X

3 A
A+ 3 I ) B = 0
o k=1 0 axj

Vxe A
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> J,
o (g + Y I (x,g(x))_a‘g.ri(x) =0

X k=1 aYp X -

Pentru j fixat, x = a, glx) = b, interpretém relatiile de mai sus ca un sistem

: 0 9 . .
liniar cu necunoscutele _gl_(a),..., égm {z}. Determinantul acestui sistem este
. I Lo
i J

g(a,b) # 0 si sistemul are solutie unicd, ce poate fi obtinuta prin formulele
y .

lui Cramer. a

EXEMPLU. n=m =1, f: R’ > R de clasi C! Ra,b) = 0, ,,a_f.(a,b);ﬁo atunci

existé g ca in teoremi si gle) = -, E]:(a,b) %(a,b) )
. ox ay

intr-édevér, deriviim fin raport cu x, identitatea fx,g(x))'=0; se obtine:

1 +% 'g"(x) =

0 si inlocuim x = g, b = gla).
ox ‘

OBSERVATIE. Teorema VII. 4 are un caracter local. De exemplu, ecuatia

x*+y?=11n R? are in [-1,1] solutiile y = {1 - x2 .‘Pentru a z._;.,b = \/§

—_

2
golutia este unicd, g(x) =y1-x? , in vecinitatea punctului a.

Remarcim ci dac¥ in teoremele VIL 3, VII. 4 functiile din ipotezd sunt
de clasi C* (k = 1), atunci in VII. 3 se obfine un difeomorfism de clasa CF, iar
in VIL 4, solutia g este tot de clasd ct.

—

/
2. Teorema rangului. Dependenta functionald

Definitia VIL 2. Dacd aplicatia f: R* — R™ este diferentiabili in punctul
a € R", se numesgte rangul lui f in a, rangul aplicatiei liniare dfla).

Are loc urmitorul rezultat important:

TEOREMA VII. 5. (teorema rangului). Fie f: R* > R™ de clasi C! in

vecindtatea unui punct a € R?, b = fla). Presupunem c¢i rangul lui f este

constant, egal cu &, pe o vecinéitate a lui a. Atunci existd o vecinstate U a lui
a, o vecinéitate V a lui b, cu AU) c V, precum si vecinéititi U;, V, ale originii
din R" si respectiv din R7, astfel incit si avem o diagrami comutativa de
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forma datd mai jos unde ¢,y sunt difeomorfisme, o(0) =0, y(b) = 0 si

Play,e,) = (x4,...%,,0,...,0).

S
— ¥

P, v,

0.

T

Fig. VIL 1.

Comentariu. Intuitiv, teorema se poate formula astfel: dacs aplicatia f are un rang ~

constant k, atunci pinid la schimbiri de coordonate, f coincide cu aplicafia
(xl.. .xu) fd (xl..-.xk,O...O) .

DEMONSTRATIE. Putem presupune firi a scidea generalitatea ci g = 0,b=0.
Cum f are un rang constant % pe o veeinitate a lui g = 0, matricea J/(0)
contine un £ x £ minor nenul. Se poate presupune c4 acest minor este chiar

of; ) . : .
_f*,(O) 2128 j<kundef= (fl,...,fm)._(ln adevir totul revine Ia 0 numerotare

X

a coordonatelor ceea-ce este o schimbare de coordonate!), Cum'f € C! minorul J; (=)

%
e nenul pentru x intr-o veciniitate a lui 0. . !
Sd definim in aceastd vecinitate a originii functia ¢ prin formula

(p(xla"'zxn) = (fl(x):"-;fk(x)!xk + 1,-"’xn)’ x= (x]_"“?xn_);

oo - s of; .
¢ are valori in R". Un calcul imediat arati ci dete, = det = #0 in
. % .
, JAsigc<k

veciniitatea respectivi. Conform teoremei functiei inverse ¢ e un difeomorfism
intr-o vecinétate a lui 0 pe o vecinitate a lui ®(0) = 0. Avemn deci o diagrama
comutativd cu ¢ - difeomorfism:

U——— Rm

; P
(Pl p
L2 g=feg

Ul
, Fig. VII, 2.
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Vom presupune U suficient de micé pentru ca f g4 aibi rang cone';tant k pe U
Si consideram aplicatia g = fop™!. Pentru a intelege mai bine definitia
aplicatiei g, scriem pe elemente:

f
(xl,...,xn) — (fl(x),---,fm(x))
0 5 g
CEINN ACH ISP
I

& “{21,.,2,)

deci  z=(z4,...,2,) » (zl,...,z,;,g,z+-1(z),...,gm(z)).
g

" Este clar ¢i matricea jacobiani a ui g va ardta astfel

1 0

J@=° unde A@) =| | ks 1jsm k+1isn.

_ Alz)

Punctul decisiv constd in observatia ci din cauzd cd pe U ra{lgul _1ui fe
constant % si ¢ e difeomorfism, rangul lui g pe U, e constant £ si deci A(z) e
nuld pe U,, adica '

{*) - @=0;k+15j5m,k+15i£n.

dz;

53 definim acum in vecindtatea lui 0 € R™ aplicatia

YO 1ee¥) = Ot 41~ Ep 41010V 05- 0¥y = £V 150093 05-.,00)

Avem:

- 0 1 :
AOE I ‘\

. 0 1

deci y e un difeomorfism local In jurul Iui 0 in B™, Si observim ci
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\,!;og(zl,...,zn) = (2000208001020 — gkﬂ(zl,...,zk,O,...,O),..-.gm(z) - gm(z_l,. 25,0,...,0)).
Folosind (*) deducem ¢d intr-o vecinétate suficient de micd a luiz = 0,
8111®) = §411(2152,0,...0) .. g,.(2) = g, (24,...,2,,0,...0).

Renotind U, U,, V, V, vecinititile corespunzatoare (cu restringere eventuald),
rezultd ci yog = yofop™ se comportd astfel:

(2150092} = (24,.0.,2,0,...,0), r

ceea ce era de dovedit.:

Reamintim ci dacd f: V — W este o aplicatie liniari intre dous spatii

vectoriale reale finit dimensionale (dimV = n, dimW = m), atunci rangul r al
lui f este dimensiunea imaginii lui £ §i coincide cu rangul matricii asociate lui
f relativ la o pereche oarecare de baze in spatiile V' si W, Totodati
r = dim(Imf) = n — dim(Kerf); unde Kerf = fX0). Evident, f este surjectivd <
r=m $if este injectivi & r = n, '

In cele ce urmeaza, dim citeva cazuri particulare ale teoremei rangului:

1)FieAcR' undeschissif:A >R*" (m=>n)o aplicatie de clasi G, Daci
rangul Jui f este constant, egal cu n (adica diferentiala dfia) : R® — R™ este
injectivd), atunci existi vecinitiii asa cum se indicd in teorema rangului
astfel incit plx,,..x,) = (x1,..,%,,,0,...,0) este injectia canonicé.

2) Dacd m <n gi rangul lui f este constant egal cu m (deci dfla) este
surjectivi), atunei Plry,.nX,) = (X peensyy)-

3) Combinind cazurile 1), 2) si presupunind ci m =n si cd dfia) este un
izomorfism, rezultd c& p este aplicatia identici a Tui R™.

Revenim la cazul general si presupunem ci f:A — R™ este o aplicatie de
clasi C! pe un deschis A c R” st fie d € A. In cazul eind aplicafia. dfia) este
injectivd, se spune cd f este o imersie in punctul ¢. Daci dfia) este
surjectivdi, se spune cd f esté o submersie in o. Aplicatia f este numits
imersie (respectiv submersie) pe A daci este astfel in orice punct din A.

OBSERVATIE. Dacd f: A -> R, A < R" deschis, f € CYA) si daci rangul Iui fin
e € A este &, atunci existd o vecinitate V a lui ¢ pe care rangul lui feste = &
(adicd in vecintatea lui ¢ rangul tinde si creascs). in adevir, fn matricea
Jda) existi un minor de ordin % nenul. Prin continuitate acest lucru se

intimpld pe o vecinitate a hai a deci rangul lui f in fiecare punct din
vecindtatea respectivi este cel putin 4.

Definitia VIL. 8. Functiile f},...f, : A > R (A R, A deschis) de clasi C! se
zic independente pe A daci rangul aplicatiei f: A — R™, f= (f1,-of) eStE M
in flecare punct din A.

Sé remarcdm ci# independenta Afunctiilor f,....f, pe A revine la liniar
independenta formelor liniare dfy{x),...,df,,(x} In orice punct x € A sau, ceea ce
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este echivalent, la faptul ci f= (fl,,fm) t A — R®estz submersie in orice

. punct din A. -

Urmitoarea teoremé justificd terminologia de mai sus.

TEOREMA VII, 6. (relativ la dependenta functionali). Fie f,....f,, d?
clasi C! si independente pe deschisul (nevid) A cR'sig: A — R de clas;i C
astfel incit sé existe functii A4,...,A,, : A —> R cu proprietatea ca

n N

fdgle) = Y Mxdfi(x), Vx e A
i=1 :
o,
Atunci pentru orice ¢ € A existd o vecindtate U a lui ¢ In A, o vecinfitate V
alui b =fla) (f = f,..f,,)) In R™ si o functie 6 : V — R astfel incit

gx) = 8(f1(x),.. [ leh), Ve U
(adicéd g = 8o pe U).

DEMONSTRATIE. Daci f1 = Rppenfy = W, sunt proiectiile canonice, atunci

teorema revine la faptul ci daca E&g_.(x) =0, k=m+ 1,...,n Intr-o vecinitate
Xp

a lui ¢ € R?, atunci g = g(xy,...,%,,} intr-o vecinitate a lui ¢ (g nu depinde de
X, +10e0%y, I0 vecindtatea lui a) ceea ce este aproape evident.

Revenind la cazul general, din conditiile puse, rezultd c¢i /= (f,....f,,) este
submersie in orice punct din A. Este ugor de viizut cd atit ipotezele teoremei
cit si concluzia se conservi prin C! - difeomorfisme. Dar forma canonici a

submersiilor este exact (r;,...,n,)) ca mai sus, ceea ce demonstreazi tenrema,

COROLAR. TFie f,(x,,....x,), 1 =k < m functii de n variabile (n = m) de clasé
C! pe un deschis A ¢ R*, cu valori reale. Daci rangul matricii jacobiene a 1u1
f= (f1,....f;,) este constant r, atunci functiile f3,...,f,, satisfac local m — r relatii
functionale (Intr-un sens care va fi precizat).

DEMONSTRATIE. Fie V a € A fixat i presupunem cé

Diy,of)
Dixy,y.0x,)
Intr-o vecinétate a lul « {ceea ce se obtine prin reordonarea eventuald a lui

fi-ifin §1 %g-%,). Liniile r + 1,..,m ale matricei jacobiene a lui f sunt
combinatii liniare de primele r linii i rezult4 relatii de forma

0

df;=Y Mj-df, r+1<i<m.
j=1

Conform teoremei VII. 6, exista functii 6, , ;,...,8,, de r variabile astfel incit
fi = 0,(f1,...f,) pentru r + 1 <i <m, in vecinitatea lui ¢. Se obtin astfel m — r
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relatii intre functiile f,,....f. . ! T . .. . . . ,
il #i infre fiile fyy-..f ; ; aplicatia identicd). Similar, orice deschis nevid I} ¢ R" este o varietate
il . 1 . - - . . -
| | EXEMPLUL 1. Functile fy(xy) = siny, fi(ry) = ¢ deend n — dimensionald. Mai general, daci X este o varietate netedsd
P . ) 1Y) = SIXY,  [olhy) = cosxy. sun (;pen ente n — dimensional#, atunci orice deschis nevid al lui X este la fel.
! func%:mnal, deoarece rangul matricii lor jacobiene este 1; dealtfel, /;* + f22 =1
in k"

EXEMPLUL 2. Fie V un spatiu vectorial n — dimensional, V < B, Atunci V este
o varietate netedd n — dimensionald difeomorf cu R". In adevir, alegem o
‘bazd ey,...e, in V. Aplicatia R* - V, (x;,...,x,) » Xi¢y + ... + x.e, este un difeo-
morfism. ,

Ll EXEMPLUL 2.
: i P Fiefilxy.z) = x +y + 2, folxy,z) = 2 + y* + 2251 fulx,y,2) = xy + y2 + 2x. Matricea
o Y jacobiand are rangul 2 deci f,f,f, satisfac in vecinitatea oricirui punct o

i 3 % =1 = = 9 = F2 : 2 : .
| | relatie fung(:mnala (m =n =3, r=2); deallfel f,=f,""- 2f; deci punind . EXEMPLUL 3. Orice multime dintr-un spatiu R", difeomorfi cu o varietate
A 8y 1¥9) = y1° — 2y, Tezultil ci f, = 8(f,,fy).

¥ ' netedd n - dimensjonali este o varietate netedd n — dimensionals. in adevar,
il ‘ ~ fie f: X —Y un difeomorfism si X o varietate. Dacd ¢:U — V este o
: ' : . parametrizare locald In x € X, atunci fop va fi o parametrizare locali alui ¥
3. Varietét,j diferenpiabﬂe o ‘ | i flx). Ca o aplicatie a acestui fapt, rezultd ci daci X c RV 5i f: X — R este

' : "~ | o functie netedi, atunci X si graficul Gy al lui f sunt difeomorfe, prin aplicatia
X = Gp x> (x,flx)). :

Definitia VIL 4. Fie D < R* un deschis. O aplicatie f: D —» R™ se numegte
netedd daci toate cele m componente sunt de clasi C*(D). Daci X — R” este

H . f .
1 L e s E e M e st EXEMPLUL 4. O muliime Jlocal difeomorfi cu o varietate neted:
| {‘ |‘ gi‘;;ﬁ;ﬂ:egig:éjd‘;:f}ﬁzgtgi -lfi ;)ilﬁ Rie Zilzean?itg:;,g‘écg ‘Vl_)xlng efflﬁa , 1 - dimensionald este deasemenea o varietate n — dimensionald. De aici
: ;‘ ‘ astfel incit F| - f §10 ap : netedd, | regulta urmitoarea Clan::l de exemple: Fie F : R* — R0 t";tplicai_;ie netedi asltfel
b Unx=1 incit d#(a) are rang maxim in orice punct ¢ € R". Atunci multimea X = F~(0),
. . . . | _ presupusi nevidd este o varietate (n — 1) - dimensionals. Pentru demonstra-
; il; 0] Pro‘prxetaﬁtea unei functii de a fi netedd este locald (adicd este suficient de . tie se utilizeaz teorema functiilor implicite. Rezultatul se extinde la aplicatii
i i . verlﬁc;tt in vecinitatea oiqcarmvpunc!: ﬁ)fat). O aplicaie f: X - Y, X c ", netede F : R® - R™ (n > m), de rang maxim.
! Ml YcR™) se zice netedi daci aplicatia X — R™, x flx) este neteds. | .
; i 7 Compunerea a dous functii netede este netedi. O aplicatief: X - Y (X cR?, ¢ CAZURI PARTICULARE. .
. Wk [ Y c R™) se zice un difeomorfism daci este bijectivd si £ sunt netede. : — curbele plane netede (pentrun = 2, m = 1)
ol ‘ i ‘ . - suprafetele netede In spatiu (pentrun = 3, m = 1) .
| I e - Definitia VII. 5. O submultime X « RV se numesgte varietate diferentiabils - curbele ]?etEde in spal:iu .(pe,ntf by f:' - 3’,1le Y
| netedi de dimensiune n dacd V x ¢ X, existd o vecinitate Va luix in X i ' — sfera unitate » - dimensionald S CR -
} 1 un difeomorfism ¢ : U — V, cu U dedchis in R". Aplicatia ¢ se mai numeste (huind Flx,,...,x,) '—'xf +x22 o xf+ 1-1)
i . pgra?letrizare aluiV, (p"1 se numeste sistem de coordmllate iar perechea
% |\ i‘ulj'ﬁ:ti)i ‘:’;e lzzﬁlfgii;gta a lui X. Componentele lui ¢™* se mai numesc . EXEMPLUL 5. Dacé. Xesteo Varie!:aili neteds de dir-nensiune-n s1Y o varietate
; 1,\1 ) netedd de dimensiune m, atunci produsul cartgzmn XxY estelo varietate
il Daci ¢: U — V este o parametrizare locald in x. atunci. pentra oric ne’gedé de dimensiune_m.f n. Demlonstrai:ia este Iglediaté. Daca § tlaste _ce_rcul
: i difeomorfism £ I — U, oo £ este doas ’ i pl ol 1 € “unitate in plan, atunci cilindrul S° x R este o varietate neteds de dimensiune
I b . ’ 1 @ emenea o parametrizare ocala in x. 2. Similar torul S* x S este o varietate 2 — dimensionali.
B Dacd g, : Vy = Uy, ¥, - V,, - U, sunt sisteme de coordonate locale in x, atunci
1 i TR TR Y1{(V3 N Vy) = yy(V, N V,) este un difeomorfism (numit schimbare
locald de coordenate). De aici rezulti ci dimensiunea unei varietdfi este ' . L A :
i i . neambigud (difeomorfismele tntre deschisi invariazi dimensiunea). ' 4. Spatlu tangent, cimp de vectori
L 1 ‘ 4
) Fie X o varietate netedd de dimensiune n i R, xe X si ¢ : U5 X o
‘ ‘ 1 parametrizare locali in x. Aplicatia ¢ : U — RY este netedi si fie @ e X astfel
i

EXEMPLUL 1. R” este o varietate netedd n — dimensionald (parametrizati prin - Incit gla) = ». In aceste conditii se poate considera diferentiala dg(a) : R* — RV,

| ‘ ‘ Dim in continuare exemple de varietati.
|
[
i
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il
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il : Do : N
i | Definitia VIL 6. Se numeste spatiu tangent la varietatea X in punctul x, Atunci ®op este 1y (@ are imaginea in R, iar compunerea
Ui imaginea aplicafiei de(a); el este notat T,(X). " dpia) do)
\ ! }1 Agadar, T(X) = Im dg(a) este subspatiu vectorlal real al lui BY. , Rn - X - R’ ,
i |‘i- ‘ ' . L o . i este aplicafia identicd a lui R". Rezultid ci dola) este injectivd. Deoarece
i TEOREMA VIL 7. Aceastd defintie este corectd (in sensul ci spatiul rTxX | " (X) = Im d(p(a) rezulti ci dela) - R” = T (X) este un izomorfism si ca atare,
‘ i! ' nu depinde de parametrizarea locald ). - dlmRT X) =
i .
il ‘ DEMONSTRATIE. Fie (U',¢) o alti parametrizare ;1 b e U7 ales cu (Pj(b) =X OBSERVATIE. Daci {ey,...,e,} este baza canonicii a lui R*, atunci cu notatiile din
. i !‘ Restringind U i U, putem presupune ci o(U) = ¢(U") 5i cd avem o diagrama definitia VII. 6, vectorii d;, = dola)e,), 1 €7 < n, formeazi o bazi pentru T (X)),
. } | i comutativd de forma - pumitd baza mobila. o
Bl U ¢ o *
il . 6 L gy ~ EXEMPLUL 1. Fie X = R". Pentru orice x € X, avem T,R" = R". Astfel un vector
ILiA ‘ : L ~ tangent in x la R” este o pereche {(x,v) cu, ve R
m U"' ’ (PI //
Al - A . . .
i unde 8 este un difeomorfism, 8(a) = b. Agadar, gla) = (p(b) =x si (poe ¢. | EXBMPLUL 2. Dacd Vc RY este un spatiu vectonal real de dimensiune n,
) M‘ Trecind la diferentiale si aplicind teorema VI. 6, rezulti d(p(a) dg/(b)ed(a), | atuncifolosind parametrizarea (g-0es%,) 7 (xp 0), pentru o bazd fixata
:| 1 ! cu dé(e) izomorfism. De aici rezultd c¢d Im d(p(a) =Im d(p (b), ceea ce incheie ' alui V, rezultd ca T (V) =V, V x € V. . .
i1 demonstratia. '

/s
: EXEMPLUL 3. Ne propunem si determindm spatiul tangent la
OBSERVATIE. x+ T, (X =fx+v |ve T (X)) este numit spatiul tangent

St = {(x, R* |z +9%=1) cR?
geometric (sau afin) la varietatea X in punctul x. : _{(x 7)€ =+ )

intr-un punct M = (a,b)’é S1. Presupunem b > 0 deci b=y1-a? si folosim

parametrizarea Q! U—> R% o) =(x,y1-x%), unde U= (-1,1); ola) =
Diferentiala d(p(a) R — R este aplicatia

do(a)(w) = |u,- — 2% _u =(u, —EuJ
. b
\/l—a2

. & I“ ) o ‘ . , si Ty b)Sl = Im de¢(a) = spatiul 1 - dimensional al vectorilor (u,v) e R® cu
il il N A o *

\ .|| | H ) .

| |

I

. N ' U= —%u. Recunoastem aici vectorii perpendiculari pe OM. Daca M = (1,0),
R :
aeomr * Fig. VIL. 3. O _ -

Al (Fp : considerim parametrizarea

W[ .

(I Un vector tangent la X in x este o pereche (x,v) cuv ¢ T.X. In acest mod, e 9 . o _ )

H il spatiile tangente la X in puncte x,y distincte ale varietitii X, sunt disjuncte. . ViV RS Wy =01-y"y), w0) = M si V= (-LD).

1 ; ";‘f‘ Desi T(X) si T,(X) au intersectie nev1da nu existd vectori tangenti simultan In acest caz, dy(0) : R — R® este aplicatia dy(0)(x) = (0,u), deci Im dw(0) este
| laX1i inxsiin y formati din vectori paraleh cu axa Oy ete. Se constatd ci in toate cazurile,

T,,S! este subspatiul lui R? format din vectorii perpendicudari pe dreapta OM,
I TEOREMA VIL 8. Dacii X este o varietate neted de dimensiune n, atunci adicd subspatiul hui B generat de vectorul (-b,a).
‘ ‘ pentru orice x € X, avem dimp7(X) = n.

Bl '~ TEOREMA VII. 9. Fie F : RY = RB™, m < N o aplicatie neteds de rang maxim
W : DEMO\TSTRATIE Fie ¢ : U — X o parametrizare inx, ¢la) = x, cue e U si Wun m. Atunci X = F}(0) este o varietate netedd de dimensiune n =N ~m i
e deschls in RY astfel incit pe W este definity aphcajcla @ care extinde ¢! pentru orice x € X, T (X) = Ker dF(x).
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DEMONSTRATIE. Fie ¢ : U — X o parametrizare, a € U si ¢la) = x, Avem
Fog = 0 (aplicatia nuld pe U/) deci d(Fog)(a) = 0 si ca atare, dF(x)edop(a) =
Rezults ci Im dg(a) c Ker dF(x) adici T(X) c Ker dF(x) c RY.

Din algebra liniard se cunosc urmitoarele rezultate:

—~dacd u ;' V — W.este o aplicatie liniard intre doui spai;u vectoriale cu
dimV < eo; atunci dim Im ¢ = dimV - dim Ker . h

—dacd W; cW,cV sunt doud subspatii vectoriale ale unui spatiu
vectorial finit dimensionat V si dacd dimW, = dimW, atunci W, = W,

Revenind la situafia anterioars, rezulti

VII. Functii implicite, varietdti diferentiobile
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5. Extreme cu legaturi

Ca o aplicatie a celor de mai sus, vom demonstra teorema multiplicatorilor lui
J. P. LAGRANGE (1736 — 1813).

Fie M R* o submullnme (nevidd), a € M si f o functie definitd intr-o
vecinitate a lui a in R*. Spunem ¢ @ € M este un punct de extrem pentiru
f eu legatura M (sau extrem conditionat) daci o este exirem local pentru
flar (restrictia Iui fla M).

m = dim Im dF(x) = N — dim Ker dF{x)

k
deci dim Ker dF(x) =N -~ m. Dar dimT(X) =n=N - m, TEOREMA VIL 10. Fie By - B — R aplicafii de clasa ¢!, independente

conform s ey
intr-o vecindtate a punctului « € B* si f: R* - R o functie de elasa C
teoremei VIL 8 fn definitiv, rezultd ¢ T,(X) = Ker dF(x). vecindtatea Iut a. S& presupunem ci ¢ este un punct de extrem pentru f cu
. ' legitura M=1{ |g)=..=g,0) =0} (deci «e M). Atunci existd
EXEMPLU. Fie aplicatia F : R® — R, F(x,y) = 2% + y* — 1.In acest caz F(0) = st Apye-shy & R astfel incit '

si pentru orice (a,b) € 8, dF(g,b) : R2 — R, (z,u) » 201 + 2by. Ca atare
TipS" = Ker dF(a,b) = [(z,v) € B? | 2au + 2bv = 0) = subspatiul lui R generat
de vectorul (-b,a). Regésim astfel\ rezultatul din exemplul 3.

\ .

T

dfla) = ¥ Adga).
i=1

. u . ‘ . -;\‘ 1y
. Definitia VII. 7. Fie X o varietate netedd. A da un‘eimp \de vectori v pe un

deschis U ¢ X revine la a asocia oricirui punct x € U/ un vector tangent DEMONSTRATIE. Din ipotezi rezultd ci M este intr-o vecindtate a punctului
i H all vix) e T,00 = T(U). -

\||

I

) — a € M o varietate de clasi C! si dimensiunea %k - m = n (notatie). In plus,
¥ : Daca v,w sunt doud cimpuri de vectorl pe Usi dacs f: U~—> R éste o TM = Ke.r dgla), dimgT M = . Fie h_-' U - R', U deschis :T'n‘ R* o
| functie neteds, atunci se definese cimpurile de vectori v + w, fv. parametrizare pentru M in vecinitatea lui a si ¢ € U, hlc) = a. Atunci

T, M = Im dh(c) = Ker dgla).

. Fie An = dimX, x e X si a}f""’aﬂx b?z'% mobilé.“a lui T,(X). Atunci pent.r_u Pe de altd parte, din conditii rezultd clar ci functia foh = F are un extrem
orice cimp de vectori v in U existd functii fy,...f,: U — R, numite (iber) in ce U, deci conform teoremei Fermat avem dF{c)=0 deci

. n . d(feh)(c) = 0 sau
componentele lui v, astfel incit Vx e U, v(x) = ¥ £:(x)9, . Cimpul v se zice o -
. : Z:I & ) dftayedhic) =

Deci dfle) se anuleazd (ca aplicatie) pe Im dhA(c). Deci dfia) este nuli pe
Ker dg(a). Avem urmitoarea situatie: aplicatiile liniare dgl(a) .dg,,(a) sunt
forme liniare 1ndependente g1 dfla) este nuld pe

Ker dgla) = {dg,la} = ... = dg,(e) =

Este un rezultat simplu de algebri liniari. ci in acest caz emsta si sunt unici
scalari A,...,A, € Rcu

(numerele Aq,...,A,, se numesc multiplicatori Lagrange).

neted daci componentele lui sunt functii netede.
g Dacé v si w sunt doud cimpuri netede pe un deschis U c X,

il ' v=3 fid, w=Y g9,
' b . i=1 i=1

| i atunci paranteza Poisson a lor este cimpul de vectori [v,w] definit prin
| .

- ] dfie) =% Adgfla). -
i [v,wl = E h;o; , unde h; = E [ gg‘ —gj.gf’_J_ 221
k. i -1 % % si teorema este demonstrata.

—[w,vl, jv,v] = 0.

RS Astfel, [9;,0 = 0 pentru 1 € ij <n, [,w] = . :
1 o COROLAR. Fie flx,,...

K 1so¥y,) © functie de clasi C' pe un deschis din




|
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j Hi .I s 7
1 i R* *™ si presupunem ci existi m legiituri ! ( \
HalEl ' . - . 1+4/5 -
I ix“ E1E XY 15V in) = Osers€ (X 2,31 ¥ ) = O. ;; ? -0, gF -0, x%+y%=1, rezults ur}f-_- 1 2\/5 si sup = +2\[— -
:‘ | '|| Presupunem cd (ay,...,2,,8,,..,b,) este un punct de extrem pentrun f cu | o .oy . |
' \l _ legéturile g; = 0. Dacid g,,....g,, sunt functii de clasi C! gi
RN : )
s Frli) Dig,,..., spee
alil il D1,80) (1 by ) %0, 6. 10 exercitii
i |1" | ';iil i f . ' . ! D(yl’""ym) ' ) [ .
i | , o . L e . o -
: I i“'|‘ ! ' ':3!5‘;!1 atunci existd A;,..,A e R astfel incit punind , ;1. 34 se indice doi deschisi U,V « R" si o aplicatie f: 7 — V bijectivi astfel incit £ si
- T I F fie de clasi C! dar nu difeomorfism.
o \:“"j! '3 ﬁ [ F=f+lg +..+ ApB s K
l ’ \ | : 53 rezulte B

. . 2. 54 se arate ci uideschis I/ ¢ R" si un deschis V < R"™, pentru m 2 n, nu pot fi
i ‘ OF IF i difeomorfi. |

I At . . i
M (M : —=0, —=0,g,=0 (1<jsn,1sk<m,12i<m). ; . ) ) . i . - .
‘ l A dx; ’ Wy, &i @< m rsm) . 3. Fie 0 < a < 1 constant. Se considerd functia y = y(x) prin relatia y - asiny = x. S,?
iE “! Hlil: © se calculeze ¥(x), ¥ (x). ' : s
it ‘ .
L i -

l! o i EXEMPLUL 1. Fie ﬂx,y) cu legétl;ra g(x,y) = (0. Consideram f]ll'\lct»la F= }C + xg
ak | Co b Atunci extremele conditionate ale lui f se determina rezolvind sistemul
|14 f‘ ! .
Rl oF _, OF

| = ’T=O’g=0' A (cy;bz)%ﬂazvcx)_aa.;_:bx—ay.
b i-“: r ' - Y
o

y
4. Fie ¢ o functie de clasi C. Relatia 2% + 32 + 22 = plax + by +cz) eu abce R
constante, defineste implicit z ca functie de x gi y. 83 se arate cd

5. S4 se arate ci pentru orice a € R, a # 0, hiperboloidul I = {2 + v — 22 = g} este

] ! EXEMPLUL 2. Extremele unei functii flx,y,2) cu legaturile g(x,y,2)=0, o varietate netedd de dimensiune 2.

' . . N - . . - - N %
7. Fie V o varietate de dimensiune m in RM si W o varietate de dlgfnensmne niaRY, 84
. . . - M+
se arate cd V x W este o varietate de dimensiune m + n in R .

. 8 il (x,y,2) = 0 se determin# astfel: se considerd functia F = £+ A.g. + A 1se )
I 1 | i fgzolj;a sistemul : t 4 \igl 228 : 6. S& se arate ci multimea {(x,3) e R ixy = 0] si conul {x% + 42 —_,22 =0} nu sunt
| | Iil"w dh - oF IF aF o . j varietdti.
‘i I ¥ _50’_=O,__=0, :0, =0-
i i ] dx dy oz ok g%
: ) .

EXEMPLUL 3. Fie f: A — R o functie de clasa C! pe un deschis A ¢ B’ gi fie 8. Se cer punctele situate pe curba x + ¥* + 2y = 1, cele mai depértate de origine.
B b K — A un compact a cdrui frontiers poate fi definita prin ecuatii carteziene.
I ~ Deoarece f este continui, ea este marginitd pe K si isi atinge extremele

9. 54 se determine extremele [ui: -
lobale, adicii existd puncte a,b € K astfel incit =inff, Ab) = . Daci a) flr,y,z) = xyz cu legturax +y + 2 = 1,
globa 16a ex1sta puncte a ! fla) Kf f16) Slrl(pf acd b) fley,zy=x+y +zculegiturile x2 + 5% + 22 = 1, 20 + Yy + 2 = 1,
H a € K, atunci @ este punct de minim local pentrufdeci _.ai.{a) =0,1<k<n. — o
I ' %
- B

10. 54 se determine irf}ff ,'Siil(pf in flecare din cazurile urmitoare:
i Daci g g K, atunci a e K\ K = FrK $1 ¢ va fi punct de minim pentru f cu _ . . 21 02y
A legiturile date de faptul cd « verifica ecuatiile carteziene ale frontierei. O ~a) flx,y} =f +22x3’ +223’ K= 4[’5_ Ezz,K—— 3; Ei ' L 2.2 < )
S discutie similard are loc pentru punctul de maxim b. b) Ax,y,2) = 2% + 2"~ 2y + 2 L4 =<
'1 ph Concret, sd determinim marginile (extremele globale) ale lui - .
o fley) = %" + 22y pe compactul K = (x2 + ¥*<1). Se observd mai intii ca : o
I“ il originea este singurul punct critic pentru £, dar nu este un extrem. Atunci © INDICATII ST RASPUNSURI

: il marginile lui £ sunt atinse pe frontierd (cici daci ar fi atinse In interior, ar
1 i rezulta cd sunt critice). Avem deci de aflat extremele lui f cu legitura
Ik | 2 xy + Ma? + y? — 1) ¢i rezolvind sistemul

L Luam n =1, U=V =R si fix) = 2°. Functia f este bijectivi si indefinit derivabils.

Dar f1l(x) = E{/n-c‘ s1 7! nu este derivabild in origine.

¥ +y?=1. Considerind F(x,y) = x% + 2
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2. Daci prin absurd ar exista un dlfeomorﬁsm F: U=V, atunci Vae A, aphcai:la
liniarad dfie) : R" - R" ar ﬁ \un izomorfism deci m = n; absurd.

3. Pentru a ealcula y'(x) nu derivim y{x), peni:ru cd nu este explicitat, dar derivim

relatia inifiald care defineste y(x). Deci ¥ ~ acosyy’ =1 si oy =__1_H_. Apoi
b 4 1-acosy B

¥ + asiny4? - acosyy” =0 si se determing v".

4. Derivam relatia din enunt in raport cu x gi apoi cu ¥
2x + 2z gz =@'u)- [a +cgz] y+22 dz -(p’(u) [b +e S;J

unde uz = ax + by + ez. Rezultd
oz _ ap'lu)-2¢ oz _ bo'(u) - 2y .

% Zocolw) B Bo-cpl)

5. Se nuteaza Flayz) =2 +y* -2 ~a deci F: R S R este o functie de clasa CL
Atunci I = F~- I(0) sidFu)  Rf >R are rang maxim pentru orice u ¢ H.

6. Presupunem ci M = [xy 0, ‘adici reuniunea axelor Ox Oy, ar fi o varietate, de
dimensiune 1. Atunci originea ar avea o vecinitate [J astfel incit U M sa fie
difeomorfs §i in particular omeomorfi cu un interval deschis 7 din R.' Dar eliminind

cite un punct din U'm M si respectiv I, se obfin multimi cu patru si respectiv dous

componente conexe gi acestea nu pot fi omeomorfe.
7. Se aplicd direct definitia.

8. Trebme dec1 aflat ma.x1mu1 expresiei x° + y cu legitura & + ¥ +xy-1=0. Fie
Flry) =x* + 92+ Ma? + y2 2 a2y ~ 1) si se rezolvi sistemul
oF =0, 81"_0 , 22+ ey -1=0,
ox dy

obtinindu-se punctele critice, din care se selectinneazi cele de maxim.

S.a)F=xyz+Mx 2y +2-1) aF—O oF O,.f-}_I:—O xX+y+z-1.
ox By dz

B F=x+y+z+h?+y?+22 —1)+?~.{2x+2y+z—1)etc.

10. a) Funcj:ia f are originea ca unic ‘punct critic si nu este punct interior lui K.
Margdmle lei f vor fi atinse pe FrK, alcdtuitd din A = ({x,0) fxe [-1,10),

= {(x,x%) |xe L1}, C={(-1y) |y e 0,11} si D = {(1) | ¥ = 10,1]}. Se determina
maximele §i minimele restrictiilor lui f la multimile 4, B, €, D; stjl(pf este cel mai mare
dintre ele etc.

i}

Partea a II-a

CALCUL INTEGRAL
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LECTIA A VIII-A

INTEGRALA RIEMANN

L3

'?flﬁ ‘ ' INTRODUCERE

I _ - In redactarea acestei lectii am presupus, ca gi pind acum cd, oarecum, cititorul
| _ . este familiarizat cu principalele proprietdti ale integralei Riemann, cu
,!;! : - . aplicatiile acesteia i cu calculul de primitive (subiecte tratate in liceu). De aici
l%éff ! ‘ _ ' . a rezultat o prezentare succintd a nofiunilor fundamentale si lisarea la o
e :  parte a calculului de primitive. Sunt prezentate de asemenea citeva
. generaliziiri naturale (integrale improprii, integrala Riemann -
Stieltjes). Anumite procedee de caleul aproximativ al integralelor Rlemann
' f ) . , ' au fost deja indicate in capltolele anterioare. :

. ‘ _ . 1. Definitia gi proprietafile integralei Riemann

Fie la, b], @ < b, un interval compact in R. O diviziune a intervalului [a, 5]
este o multune (finitd) v = {xy, %y, ... x,} cu O =%;<x; < <x = b. Daci
v,V sunt diviziuni ale intervalului [a b] si vVisv spunem ¢i v/ este mai fina
demt V.
Dacé v,v' sunt diviziuni ale intervalului [, ] diviziunea v u V' (reuniunea)
este mai find decit v si V.
in cele ce urmeaza, fie f: le, 5] = R o funciie mirginiti. Daci v este o
diviziune e = x; < x; < ... <x, = b notdm

Ax; =x; —x;4, M;= sup flx), m;= inf Ax),i=1,..,n

xe [x;_p,x] xe fx;_ 0]

!

Definim sumele Darboux (pentru f st v) astfel -

Sv.f) = ZMAx,, s(v,f) = EmAx

i=1

| Punem prin definitie:

];Efdx =infS(v /), fjfdx =sups{v,f)

(inf i sup dupi toate diviziunile intervalului fa,&]).
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o . D
S3 observam ci [ fdex, f fdx sunt numere reale (nu + = sau — «) decarece
[+ &

f este mirginiti.

- Definitia VIIL 1. Fie . la,b] — R ca mai sus.

1. Daci Ib-fdx = f Z fdx spunem ¢ f este integrabild Riemann pe {a,b] si

scriem f'e Ry, ) (sau fe R cind nu este pericol de confuzie).

2. Dacd fe R notém fbfdx=j-ﬁfdx='fbfdx si numim numéral fbfdx

. . .. .. b b

integrala lui f pe {a,b]. (Se vor folosi gi notatiile f fl)dx sau f [ pentru
. a v [44

-J‘Zfdx).

Comentariu. Definifia de mai sus este bazati pe ‘intuitia" calculului ariei
subgraficului unei functii continue pozitive ca aproximare cu reuniuni de dreptunghiuri
(vezi figura). ‘ :

A
Grf
a xl xZ X3 b g
Fig. VIII. 1.

Urmdrim stabilirea unor criterii de integrabilitate si o caracterizare a
funetiilor integrabile Riemann, legatd de continuitatea acestora.

LEMA. Fie f: [¢,6] > R mirginiti si v,v' diviziuni, V' mai find decit v.
Atunci s(V,f) 2 s(v,f), SV ) < S(v.p.

DEMONSTRATIE. Este suficient si considerim cazul in care v/ are un singur
punct in plus faj# de v, de exemplu x; ; <y <=x; (£ fixat). S4 notdm pentru
moment '

m; = inf flx), mg,= inf flx).
xelx; | ¥ xe(yx]

b
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Este clar e m; <m,", m; <m, (m;= inf fx)). Avem de, exemplu
xely; . %] )

s(v’,'f) - s(v.f) = m’,;(y - x;_q) + m;(xi -3) = my(x; = x; )20

Cealaltd inegalitate se demonstreazd analog,

COROLAR. 1. Pentru orice doui diviziuni v;,v, avem s(vy,f) < S(vy,;

2, ﬁfdx sffdx.

)

, "
DEMONSTRATIE. 1. Punem vi=viuv, si folosind lema, avem
s(vif) < s(v f) £ S(v' ) S Sv,f) (inegalitatea din mijloc este evident).

2. Rezultd imediat din 1. ’

TEOREMA VIIL. 1. Tie f: [q,b] — R mirginiti. Atunci f e R,y dacd si
numai daci (V)e > 0 existi o diviziune v astfel tncit: Stvf) - stv,) < &.

DEMONSTRATIE, Sé observim cd pentru orice diviziune v avem

(_)s_ffdx -—ﬁfdx,iS(vﬁ -s(v,f),

de unde rezultd imediat implicatia "¢=".
Pentru implicatia "=" si fixdm Ve > 0; existd diviziuni v,, v, astfel incit

b . b .
) £ £

Luim v = vy U v, si folosind lema precedents, deducem S(v,f) ~ s(v,) < ¢.

Comentariu, Pentru o diviziune v avem
’ n ‘
Sv,)-slvfi= E (M; - mpAx;,
i1

fn spiritul eriteriului de mai sus fnceresm sa facem aceasts diferentd "mied", studiind
“contributia” diferentelor M; - m; si pe de altd parte "contributia” Ax;. Primul tip de
diferente ne conduce spre continuitatea functiilor si (dup cum vom vedea) al doilea tip
ne conduce la notiunea de muljime de masurd 0, Aceste vagi comentarii intuitive pot
ajuta la infelegerea a ceea ee urmeazi, '

Inainte de a obtine un foarte important eriteriu de integrabilitate, sunt
hecesare unele scurte pregitiri. Lungimea unui interval I ¢ B, de extremititi
abs R asbh estelDeb-n (indiferent de tipu} intervaluluj).

Definitia VIIL 2. O submultime M = R are misura 0 (nuld) daci (¥)e » 0,

_ existd un §ir (1), de intervale deschise astfel ineit
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McUI, ¢ ¥ I )<s.
n n

EXEMPLUL 1. Dacd A ¢ B si B are misura 0, atunci A are o mésura 0.
EXEMPLUL 2. Daci M < R este finit3 sau numérabild, M are misura 0,

EXEMPLUL 3. Dacd (M}), este un sir de mulfimi de m#surd 0, reuniunea

M =UM, are misurd 0. in adevir, dat e > 0, M, cU i Si

k
Zn: l(In,k) < 2k

, k=0,1,..
1

Pentru o "numerotare" (I P)P a familiei numAarabile (J mkonk e n TEZULER

McUL §i S )<Y & =&
b P k=0

2k+1

EXEMPLUL 4. Intervalul [a,b], ¢ < b, nu are mésura 0. ‘
Pentru a demonstra acest lucru, se aratd mai intfi prin inductie ci dacia

n n
la,bl < U (ay,by) rezultd Y (b, -a)2b-a.
k=1 k=1

Apol intervalul [a,b] fiind compact, din orice acoperire a lui [2,8] cu intervale
deschise se poate extrage o acoperire finiti, Este suficient s Iuim e < b — ¢
i nu vom putea obtine acoperirea ceruti in definitia multimii de masura 0.

TEOREMA VIIL 2. (H. LEBESGUE, 1875 - 1941). Fie 7: [¢,b] — R o functie
mirginitd gi M mulfimea punctelor sale de discontinuitate. Atunci f este
integrabild Riemann dac# si numai daci M are misura 0.

DEMONSTRATIE. Inainte de a incepe demonstratia propriu-zisd, vom introduce

notiunea de oscilatie a unei func{ii Intr-un punct. Dac f: X — R este o

functie mirginitd definitd pe un spatiu metric X, ¢ € X si r > 0 punem:
M{f,a,r)= sup fix}, m{fa,;)= inf f(x).

x € Bla,r) _ x< By}
Definim oscilatia functiei f in punctul a:
' o(f,e) = lim (M(f,e,r} - m(f,a,r))

r—0

(o(f,a) existd, cici M{f,a,r) -

Este ugor de demonstrat ci
1) (Ve > 0, mulfimea (e € X | olf,a) = £} este mchlsa

~ 2) f este continui in a dacs §i numai daci o(fa) =

m(f,a,r) descregte).
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Revenind la demonstratia teoremei, si notdm
M = {x € [a,b]; f este discontinui in x)
si pentru e > 0

= {x e.le,bl; olf,x) = e}.

Este clar cd M= U My,.
kel
=" 54 presupunem ci f este integrabils Riemann. Vom arita ci M 1 are
méisurd 0 pentru orice k£ € N, & 2 1. Va rezulta (exemplul 3) ci M are misuri

0. Fixdm dect £ 2 1%i fie ¢ > 0. Existé o diviziune v: a = %, < Xy<..<x,=b
astfel ineit

| S(v.f-stv,H< EEE

{conform teoremel VIII. 1) Vomnota A; = [x,_ 1,x] i =1, .., nsifleJ multimea
acelor indici i pentru care A; N M, # @. Fie M’ Vh submultlmea aceIor xe My,
pentru care existd i € J cu A N My, 2@, Avem

_2 HADS Y, (M, -myAx; < S(v,f)—s(v,f)<§’;

IEJ , ied

deci ¥ IA)<Z §1 (A)); . ; acoperd My, Cum My, difers de M’ printr-o
ied

mulfime finits, este clar ci putem obtine o acoperire (numérabild) a lui M,

cu intervale deschise cu suma lungimilor < &. In definitiv, M 1% are mésuri 0
v k > 1.¢i deci M are misuri 0.

" S presupunem ci M are misurd 0 si fie ¢ > 0. M_ este compactd
sl de miésurd 0 (M, c M). Existid deci o multime finitd de intervale inchise
k
I, oy I, a caror 1nter10are acoperd M, si E l(I J)<e. Putem con51dera )
. Jj=1
diviziune v a intervalului [e,b] astfel incit intervalele corespunzitoare acestei
diviziuni s4 fie de unul din urmitoarele tipuri:
{I) intervale A cu A = I; pentru un j & [1 . kY
(II) intervale B cu B M M .
Fie |flx)| <KV x € [a,b] (f este marginiti). Avem

Sv.f) -s(v.fi= E M, - mi)Axi = E +3 undein Y suntintervale de tip I iar
T o T

in %: de tip IL. Avem )} <2K}" UI;) < 2Ke . Se poate demonstra cu ugurints
I j=1

¢d trecind eventual la o diviziune mai fina, addugind puncte numai pentru
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intervalele de tip II, suma ¥

poate fi facutid mat mick decit (b - a), In
i ‘ .

acest mod teorema lui Lebesgue este demonstrati.

- OBSERVATIE. Spunem despre o proprietate adevirati pentru toate punctele,

. cu excepfia unei mulfimi de méasura 0, ¢i are loc aproape peste tot (a.p.t).

Teorema de mai sus poate fi enunfatd "mai plastic” astfel: O functie
mérginitd-pe un interval compact este integrabild Riemann dacd gi numai
dac# este continmu#i aproape peste tot. In fond integrala Riemann este
adaptata functiilor "aproape continue”, daci ne putem exprima T acest fel.

COROLAR. Dacd f: [0,b] » R este continud, atunci f este integrahili
Riemann. s

In adeviar, mulifmea vid4 are evident masuri 0.

COROLAR. Dacd f: {a,0] - B este. monotond, atunci f este integrabili
Rietanm.

In adevér, mulfimea punctelor de discontinuitate pentru o funetie monotons
este finitd gav numirabil, deci de misura 0. (Fie f crescitoare; £ are limite
laterale finite in orice punct, suma diferentefor acestora (saltul functiei) nu
depigeste fib) ~ fla). Rezulti ¢ pentru fiecare n ¢ N multimea punctelor in

care salful fimetiel este 3 este finitd. De aici rezultd imediat ¢ multimea
n

punctelor de discontinuitate pentru f este finitd sau numérabili).

0, zela,b]NQ

_ . nu este integrabild
1, i rest

EXEMPLU. Functia £+ (5] > R, flr)=

Riemann clict este discontinui fn orice punct, iar misura intervalului [a,b}
(¢ < b) vin este nuli.’

TEOREMA VIIL 8. Fie f: [4,b] - R integrabila Riemann, flla,b]) ¢ [e,d] si
& 1 [¢,d] - R continud. Atunei g¢f : [a,b] — R este integrabild Riemann.

DEMONSTRATIE. Dach f este conitinu¥ v x,, cum g este continui in fla),

reztiltd ci gof continud in x,. Deci multimea discontinuititilor lui gof este
coritinuta in cea & lul f gt aplicam teorema VI, 2,

TEOREMA VIIL 4. Dact fig e K, s o € B, atunci

¢
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' . b b b
Vf+ge Bysi [+ = ffax+ fgax
a £ a- ’

) b
2 of & Ry 5 flofts - [ a
3)fg E \Szila,b]-

DEMONSTRATIE. Afirmatiile "calitative" f+ g & Ry 18 € Ry rezults imediat
din teorema VIIL 2 (dacd fsi.g sunt continue in x,, £ + g, f& sunt continue in.
xg §1 apol reuniunds a doud muliimi de miAsurd O este de misurd 0 ete.).

b b b
Pentru a demonstra de pildi i f(f +g)dx = f fdz + f £dx, observam ¢A pentru
. a2 & 3

&

orice diviziune v avem

s )+ sv @ Ssf+ @) SBv.f + @) <Sv . + Slv,g) ete,
TEOREMA VIIL 5,

: b b
1} Daca fig € R, 51 Ax) £ glx) Vx € [a,b], atunci f fdx s fgdx.

_— b b ‘
) Daci f € Ry, atundd |f] € Ky s | fds] < {iftets .

DEMONSTRATIE, | , :

1) Rezultd imediat din definitii. .

2) If] € Ry, de exemplu folosind teorema VIII. 3 (g(x) = |x|). Mai departe
b B

s alegem ¢ = + 1 astfel incit cffdx =0. Deducem
@

b ' b b b .
i) = ffan = iepars fir1as

a -
cdcl evident of < |f| si folesith primul punect.

COROLAR, 1) Dacd fe Ry sim<fx) <M, ¥x e la,b] a(m;M € B), atunei

. ;b ’
mb -a)< f fdx < M(b - ).

a . .
2) Daci f este continuz pe [a,b], atunci existd ¢ < [a,b] astfel incit

/]
| j fda = ReXb - a).
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DEMONSTRATIE. 1) rezulti imediat din teorema precedentd iar 2) folosind
proprietatea Darboux a functiilor continue si observind ¢4

s

. b
1 .
< - -
me< bas < 1 [lgg"]ﬂx), M s{ggﬂx).

TEOREMA: VIIL 6. 1) Dac f € R, ), atunci fe Ry pentru orice interval

le,d] c [a,b];

2)Flea<c<bsif:labl » R Dacidfe Ry, §1fe R atUNC fe Ry 4 5i
Y] ¢
J.fdx ffdx + ffdx (aditivitatea 1ntegralel ca functie de interval).

& 4

DEMONSTRATIE Totul rezulta imediat din teorema VIII. 2, cu exceptia
egahtaj;n ffdx ffdx+ ffdx Pentru a demonstra aceastil egalitate, se

observa ci daca v’ este 0 diviziune a lui [a,¢] si v/ o diviziune a lui [c,b],
atunci v = v/ U V/ (intr-un sens clar) este o diviziune a lui fa,b] si

s(vif) = sV + sV ), S, = SV P + SO f) ete.
' b

OBSERVATIE. Se face coﬁ%enﬁa cd dacd a > b, atunci ffdx =- ffdx (daci
b

a

aceasta din urmi existi). De asemenea se pune Ifd.x = (. Cu aceste conventii

a

formula f fdx = ffdx * ffdx se extmde oricare ar fi pozitia punctelor a,b,¢ {cu

conditia ex1sten1;el mtegralelor) Rezultatul urmator este o extindere a
teoremei IV. 6.

; uc
TEOREMA VIIL 7. Fie (), un sir de functii, f, € R, Vn, astfel incitf, — f

. A
pe la,b], Atunci f e R, ,; si ffn-dx - ffdx (integrare termen cu termen).

[+]

DEMONSTRATIE. Dacd M, este multimea punctelor de discontinuitate ale
functiei £, atunci rezultd ci multimea M a punctelor de discontinuitate ale
functiei f satisface conditia M cUM, (cici convergenta uniformi pistreazi

continuitatea). Dar M, are masuré 0 pentru orice n deci UM, are misura 0
n
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si deci M. Cit despre integrarea termen cu termen demonstratia este identici
cu cea din cazul functiilor continue (teorema IV. 6).

.
Inainte de a trece la proprietitile de "calcul" ale integralei Riemann, vom
considera aga numitele sume Riemann. Daté o diviziune v a intervalului [a,5]

a =%y <% <..<x, =b, se definegte norma diviziunii v ca p(v) = {naxAxi.
. 1=i=n

TEOREMA VIIL 8. Fie fe %, Atunci pentru orice £ > 0 existd 8, > 0
astfel incit pentru grice diviziune v cu nu(v) < 3, sd rezulte . :

SW,H—s(v,P) < e.

DEMONSTRATIE. S observdm ci afirmatia teoremei nu este absolut évident;
cici desi stim cd diferenta S(vf) — s(v,) scade prin trecere la diviziuni mai
fine, totusi condifia de normi "micd" nu implicd neapidrat rafinarea
diviziunilor. Vom schia ideile demonstratiei. Fie K= sup ])‘tx) Dat £ >0

Xe CL
existd o diviziune v, astfel incit S(v,f) — s(v,f) < £. Se poate ardta c¢d daci
N, este numérul de puncte in v, si 8, lungimea celui mai mic interval al
diviziunii v, avem S(vf) - s(v,f) < ¢ + 4KN ;6 pentru orice § < §; §i orice

_ diviziune.v cu p(v) < 8. Cum & poate 1i Tuat 0r1c1t de mic, aﬁrmatla rezulta,

Nu intrém in detalii.

~.

i _
Dati fiind o funcl:ie File,bl = R, v o diviziune a intervalului ],
@ =1xy<% <..<x,=b sl pentru fiecare i = 1,..n, £ ¢ le 1%, se considers
suma Rlemann ! Fo

n .
Stvfi8) =Y RE&)Ax;
‘ i=1
(€; numite puncte "intermediare” pentru v).

TEOREMA VIIIL 9. Fie fe R ,. Atunci pentru orice £ > 0 existd §,.> 0
astfel incit pentru orice diviziune v cu p(v) < §, s rezulte
b

|S(v,f,§)-jfdx| <e,

L .
pentru orice alegere a punctelor intermediare &,.

DEMONSTRATIE. Este clar ci pentru orice diviziune v si orice alegere a
punctelor intermediare & e lx,_ix] avem s(v,f) < S(vfE) < S(vH. Folosind
b

teorema precedel_lta obtinem imediat rezultatul (clar s(v,f) < ff dx < S(v,f) ete.).

a

Teorema VIII. 9 admite gi urmitoarea reciproci:
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TEOREMA VIIL. 10. Fie £ [a,6) ~ & mérginitd si 7 un numir real astfel

ineit Ve > 0 existd 5, > 0 cu proprietatea cd pentru orice divizitne v cu
nv) < 3, sd avem }S(v,f,i) Il <, pentru orice alegere a punctelor

mtermedmre?, Atunei fe Ry, i I f fdz,

Demonstratia este simpléi §i o 15sim ca exercititt,

2. Calculul integralelor Riemann

TEOREMA VIII. 11. (teorema fundamentald). Fie fe Ry, 81 F: lnd] - R,
definity prm Py = f £, x ¢ la,bl. Rezult:
1) F egte contmuﬁ pe {a,b1.

'2) Fix) = flx) aproape peste tot (meu precis F este derivabils a.p.t. g F e = f

a.p.t.),

DEMONS’I‘RATIE 1) Daca |Ax)| £ X pe {a,b] avem pentru orice xy,2, & {a,d]
Pt~ Fle - fﬂx)dxl <Kz, -,

i continuitatea functlel F ropulty.

2) Vom ardta mai procig ci dacd 1, & [o,9] gi £ este continus in &g, atunei F
este derivabilit tn 2, 8i Fxy) = Axy). Avern

Fx) - Flag) = ffdx .

Fie ¢>0. Existd 8>0 astfel indt-xe [ab], |x - w 20| €3 84 implice

=8 £ flx) - flzy) £ ¢, de unde

(o)~ e)x = 19) < [£dx < (Rxg) + £) - %) pentru [ — o €5, 2 > .
F(x) - F(xg)

Deci -¢ ST ~flxg)<e pentru|x — x4] < 8, 2 =
~ %o

Cazul x < x; se trateazi similar. In definitiv, V ¢ > 0, 3 8, > 0 astfel incit
0< |x -xy| <8, % e [eb] implicd

| F(x) - Fxy)

X -~ xo
ceea ce arati ci F/(xo) = flacy).

~flxg)| <

"Fie[g,b)cR a<b ae R be R (deci b poate fi gi +eo) g1 f: [a,bj <R local
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TEOREMA VIIL 12. Fie f: [a,b] —» R mérginitd §i continuii cu exceptia
eventual a unui numdr finit de puncte. Dacd G : [a,b] — R este continui si
G'(x) = flx) cu exceptia eventual a unui numér finit de puncte, atunci

b
ffdx = G(b) - G(a) = G|> (notatie).

. . x
‘DEMONSTRATIE. f rezultd integrabil pe [a,b]. Funcfia F(x) = ff este continud

. @

éi Flx) = fix) eu exceptia unui numdr finit de puncte. Deducem ci F'(x) = G/(x)
cu excepfia unui pumir finit de puncte. Obfinem (folosind continuitatea
funcj:nlor Fgi G) ¢4 F - @ este constanti pe [q, b] Deci

G(b) - Gla) = F(b) ~ Fla) = ffdx

OBSERVATIE. Teorema VIII. 12 prezinti o situatie mai restrictivi decit cea
naturald (continuitatea a.p.t.) Rezultate mai generale se pot obtine in cadrul
integralei Lebesgue.

TEOREMA VIII. 13. (integrare prin péirti). Fie fg: [0,b] > R contmue $i
derivabile cu derivate f.g/, mirginite si continue cu exceptia eventual a unui
numdér finit de punete. Atun(u

ff’gdx + bffg’dx =fgla.

'TEOREMA VIIL 14. (schimbare de variabili). Fie ¢:[oBl >R

derivabild, a = ¢(e), b = ¢(B). Fie f continus pe ologpl. Presupunem ci
(fo(p)cp’ este contmué cu excepfpa eventual a unui numir finit de puncte.

Atunci jfrx)dx ff((p(t))tp’(t)dt . a | o

Demonstral;la teoremelor VIIL. 13, VIIL. 14 este imediati i de altfel cunoscuti
din liceu.

3. Integrale improprii - - /

Fiel < Run interval nevid. O functief: 7 — Rse zice local integrabili daci
restrictia sa la orice interval compact continut in I este integrabild Riemann.

EXEMPLU. Orice funciie continui a.p.t este local integrabili.
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integrabild. Este deci bine definitd functia F : [a,6) c R,
Flx) = ffdt.

Definitia VIII. 3. 1) Perechea £, F mai sus considerati se numeste integrala

b b b
improprie a functiei f pe [a,b) si se noteazi ff (sau fﬂt)dt, ffdt ).

2) Daci InriJ F(x) exista si este finité, atunci integrala improprie ff se zice
=

convergenti (C) si se noteazi de asemenea lim F(x) = ff (valoarea integralei
x> b .

improprii).

3) O integrald improprie care nu este convergenti se zice divergenti (D).

[0,e0), ﬂi) =e™ t e [0,0). Avem
Flx)= fe"dt =1l-e¢*, xe[0,0),
b

EXEMPLUL 1. [a,b) =

limF(x) = 1 deci fe “dt este convergentsi si fe e =1,
e’ 0 D

EXEMPLUL 2. [a,b) = [0,%), f({) = sint, ¢ € [0,00). Avem
N ,

F(x) = |sintdt =1 - cosx, xe [000).
0

oo

" Limita llm Flx) nu emsta deci J‘sintdt este divergenta.
x-—)w
i)

EXEMPLUL 3. Fie o € R. Atunm f._._ este convergenta dacd si numai daci

o > 1 (dupi cum rezults dintr-un calcul evident).
Este clar cum se defineste integrala improprie si convergenta acesteia pe un
interval (a blcua e Rsib e R, a < b{pentruf: (a,b] — R local 1ntegrab11a se

ia F(x) fﬂt)dt si se considera hm Flx) ete.)

x—=a
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EXEMPLUL 4. E este C daca si numai daci o < 1.

o t”

Fie acum a,b R sif: (a,b) > Rlocal integrabili. Pentru orice x,y e (a,b) este
bine definiti -

) , _
Flxy) = fﬂt) de.

Perechea fF este integrala implx'oprie a lui f pe ‘(a,b) notatd

-~ XA
¥y—=b

b, b b '
ff (J}‘(t)dt). ff ge zice convergenti dacd existd §i este finitd lim Flxy).
. ‘

: b
In acest caz, valoarea acestei limite este valoarea integralei improprii f f.

a

Integrala improprie ge zice divergentd dacs nu este convergenta.
b

Se poate ardta usor cid ff este C dacd si numai daci existd c € B, ¢ < ¢ <5,

A
a

¢ b .
astfél incit integralele ff si ff s# fie C. In acest caz
) a c
b ¢ b
Jr=Jr+ i
a a ) [+
EXEMPLUL 5. (@,b) = («seo,4+0), A2) = 1_ ; dt este C gl f d -n aga
- 1+4%2 J, 1+¢2 Z.Ll+t?
w . . . s L[ dt i
cum rezultdl imediat observind paritatea functiei f i faptul ca J‘ 575
- 1+¢
0

OBSERVATIE. Fie f:{-vo,4%) > R local integrabili. Spunem ca ff este

convergenta in sensul valorii principale (Cauchy) daci existi si este

finita lim j fit)dt =v.p. ff (egalitatea este de fapt o notatie).

x—en

+o3

- Este clar céd dacid f'f este convergentd atunci este convergentd in sensul

—oa




. EXEMPLU. Fie f:l0) >Reufln)=n VneN, fin+
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’

valorii principale si J‘f =vp. J. f- .

Pe de altd parte f sintds este convergenta sensul valerii principale si

v.p. J. smzdt 0 dar f sintd? nu este convergents asa cum rezultd dintr-un

oo

ﬁxempiu anterior.

Se pot consaﬂera Integrale in sensul valorii principale si in alte situatii dar nu
vom intra T aménunte.

Comentarin. Asa cam se poate remarca, definififle integralelor improprii & a
convergenteli sunt aseménitoare cu definifii corespunzitoare din teoria seriilor. O
analogie se stabilegte imediat pe Ynia: -

x
U4, ) B, =ty + + 12, > Fa) » [ ete.
Nu este deci 0 surprizi cé teoria integralelor improprii se dezvolts pe aceleasi linii ca

teoria seriilor {criterii de convergents etc) Este deci util ca aceastd analogie s3 fie
intuitd i folositd dar trebuie remarcat ¢ii existd §i "neconcordante”. Astfel:

) f(n—__) 0, ne N g
o2ns- 2n

avind graficul ca in figuri; f este continui deci local integrabild, aria unui tnunghl

centrat in n este ___1_ sl seria Z — este convergenti deci este imediat de vizutci ff
2n 2n

este convergenti dar evident lim fx) nu este 0
X

*

Fig. VIIL 2

Flxy), Flyy), Fiy), Fyy),..
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In definitiv daci pentru convergenta unei serii numerice ¥ u, este necesar ca

lime, =0, o mtegrala f f poate fi convergenta firg ca Timfig) sa fie 0.

H—rea L= em.

Vom prezenta In continuare citeva criterii de convergenid pentru integrale
improprit. Ne vom Imruta la cazul [a,b), celelalte cazuri tratindu-se analog.

'Crlterlul integral. Fie f: [1l,0) 5 R poz1t1va §1 monoton descrescitoare.

Atunci ff este convergentd daci si numai daci E fln) este convergents,
Aceasta este teere?na II. 6, dar citita mveré. E =
Criteriul generalb de convergenf,ﬁ (Cauehy). Fie f: ’[a,b} - R 10‘0;31
integrabild. Atunci ff este convergentd daci g numai dacé:

a

. : Sy
Ve >0,3b_ e [a, BY astfel incit Vxy e [ab gy > b,, si rezulte | fﬂ <e.

DEMONSTRATIE. Fie F(x) = ff totul revine la a ar#ta ¢ Hm Flx) existd si

=6
« - o reh

este finitd dack st numai dacd Ve >0, 35, € [a,b) astfel Incit Vx,y e [o: b)
%y > b, sé rezulte [Fix) — Fiy)] < «.

Avem aict un criteriu Cauchy pentru limite de functii. Impllcatla =" este-
banald. Demonstram tmplicatia "<".

Fie (x,), un sir in fe,8), x, — b. Folosind conditia din enung rezulti ci girul
(F(xu)) este un gir Cauchy in R. Deducem cd (F(x,)), este convergent.
Pentru a termina si aritdm ci dacd x, — b ¥, — & atunci

lim Fx,) = lim F(y,) (limita nu depmde de sirul (x T

1= o0 n—> oo

Dar este suficient si consideréim sirul x,,y,, XoVas ey X, ¥,,--. CATE evident are
limita b iar girurile (F(x,)),, (F(y,)), sunt subgiruri ale girului convergent

F(x)F(}’)

. ‘ T
Definitia VIIL 4. Daci £ : l2,b) — R este local integrabild spunem ca ff este

b .
absolut convergenti (AC) daci f |f| este convergenti (se mai zice ci f este

- absolut integrabili pe [g,5)).
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.
i’

b
Din criteriul general de convergentd de mai sus rezultd imediat ci dacéff

. a
este absolut convergentd atunci este si convergenta.

Criteriul de comparatie. Fie fg: {a,b) > R local integrabild, g>0 si
b

b
If| <g. Daca fg este convergentd, atunci f f este absolut convergenti.

21 o

o -y ¥
DEMONSTRATIE. Y&,y € [a,b), x <y, f|f| sfg si aplicim criteriul general de

x x
convergenta.

i
OBSERVATIE. Fie /: [a,b) — R local integrabild. Atunci este clar ci ff este

b
convergentd daci gi numai dac existi ¢ € [a,b) astfel incit ff sd fie conver-
I

gentd. De aceea este suficient in criteriile de convergentd ca anumite.conditii
sd aibd loc pentru intervale de tip [e,b) cu ¢ suficient de aproape de b.

[

EXEMPLU. J.e “*d¢ este convergenti cici pentru ¢ = 1 avem e’ <e §ife" dt
o ' 1
este convergenté (desi simplu, acest exemplu aratd utilitatea criteriului

2 v A
" nu putem "calcula® vreo primitivi).

Criteriul de convergenti la limitd. Fie f.g : [a,6) — R local integrabile si
g > 0 pe [o,b) astfel incit

lim RO _1cm
, t-s b g(t)

b b .
1) Daca fg converge atunci ff converge absolut.
a a

b ) b
2) Daci [ =0 fg converge .dacd gi numai daci ff converge (cele doud

a I3 o
integrale au aceeasi naturi).

DEMONSTRATIE, 1) Hm _lﬁ(%’_ = |Z| i deci existd ¢ € {a,b) astfel incit pentru
tob &

'
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te leb) |} <(1+]I]gl®
gi aplicim prima form4i a criteriului comparatiei.
2) Din [ 0 deducem ci functia f are semn constant in vecinitatea lui & gi
lim ) - 1
tob flt) 1
Putem presupune /> 0 si aplicim 1).

EXEMPLU. Fie f local integrabild pe [q,+e) astfel incit
2 Lmt*flx) =leR.

{00

1) Dacd o > 1, atuneci J.f este absolut convergenti.

a

2)Dacd oe £ 151 # 0, atunci f f este divergentd. In adevir, se ia g(t) :‘._l_'in
a £

criteriul de mai sus. }

Aga cum am precizat, criteriul de convergen{i se adapteazé imediat la cazul

intervalului (a,b]. Fir3 a mai intra in detalii, ddm urm#torul exemplu util in

aplicatii. ) '

EXEMPLU. flocal integrabild pe (a,b], a,b € R astfel incit
m @ -a)*ft)=1leR.

t—a

b
1) Daci o < 1, atunci ff este absolut convergenti.

S
b _
2)Dacd a=1sil =0, ff este divergenti.

1
(t ~a)

ete.

In adev#ir se compari cu gi) =

f— o

Criteriul lui Abel, Fie f:la,=) - R de clasi C!, imAr) =0 si ff’ absolut
. '.t
convergentd. Fie g : [g,«) - R continud astfel ineft functia G(x) = fg gd fie

mérginitd pe [a,). Atunci f jE este cbnvergenté.

o

DEMONSTRATIE. Fie M > 0 astfel incit |G(x)] < M, Vx e Ja,); avem
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[fe=1GLE- [7G , e (o) dar |7 < M|

a

deci membrul drept are limit4 finit4 spre « din ipoteze (fG — 0 ete.} Deci j fg

. R Y 1
este convergenti.

’

i

) /
ExzMrLU. J‘smt dt este convergenta In adeviir este suficient s& ariitiim ca f sin dz

este convergenti. Luim ﬂt) =? 51 g(f) = sint gi aplicim criteriul lui Abel.

oa

OBSERVATIE, %n_tdt nu -este absolut convergenta In adevir daci ar i, am
1
deduce din l:_cz(_).sﬁ = sin’ < |sing|, ci f ___1_;‘;‘921: dt este C. Darj‘cosZt d¢
t .

1
este C (Abel) in timp ce f este I i am ajuns la o contradictie. In definitiv f Smt

1
este C dar nu este AC,

4. Integrala Riemann - Stieltjes

Matematicianul olandez T. STIELTIES (1856 1894) a avut ideea extinderii
integralei Riemann.

Fie o : [a,b] - R o functie monoton crescitoare. Pentru o divizivne v
@ =Xy <Xp < ... <x, = b, vom nota Ao = olx,) — alx; ), i = 1.,

Daci f: [a, b] - R este 0 funci,le mirginitd vom pune

Slv fo) = E MAo, M= sup I)‘(x)

i=1 XE Ir 1%;
n
stvfia) =Y mAo; m;=
r i1

Generalizind situatia descrisi in paragraful-l punem

inf  Ax).

rE [xx 1'x]

Iffdoa = iEfS(v,f,oc), L bfdh = sups{v f,o)

(inf §i sup dup4 toate diviziunile v). f

!
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Se spune cé f este integrabili Riemann-~Stieltjes in raport cu o pe [a,b)
daci T;fda = f bfda. Scriem f'e R(o) ([lz,b] este subinteles).

5
in acest caz, notam ffdoc valoarea comun.

O serie "mtréagé de rezultate considerate in paragraful 1 se extind la noua
situatie (cazul integralei Riemann este ofx) = x). Astfel de exemplu:

TEOREMA VIII, i5. 1) Daci f este continui pe la,b], atunci £ & Ao} pentru
orice o crescatoare

2) Daci f este mdhotond pe la,b] si o este’ crescitoare si continui, atunci
fe %o

3) Dacidfe ER g1 o este crescitoare si denvabﬂa cu of € R atunci fe Ro) si
, b

f fda = j fodx
(calculul integralei Riemann-Stieltjes cu ajutorul integralei Riemann).

Nu vom intra in detalii privind demonstratia acestei teoreme. Asa cum se
observa din enunt, cazul functiilor o crescétoare, dar nu neapérat continue,
poate’ aduce fenomene noi fatd de situatia intilnita la integrala Riemann.
Astfel, este o chestiune de oarecare subtilitate c4 definitia prezentatd mai sus

nu este echivalenti cu cea cu sume Riemann-Stieltjes (de tipul ¥ AE)Ac;) in
~ i
cazul in care o nu este continui. Nu vom intra in aminunte,

5. 10 exercitii

1. S4 se cdlculeze hm__ F T aeostgy

x>0 x 1
‘ _*zr_ 135..{n-1) - par
X 2-4-6..n 2
2. a) 54 se arate ci fsm”xdx = . ‘
. - . 24,.(n-1) n impar :
36..n . .

A Opl2 '
b) Folosind a) s4 se stabileasci relatia n = lim 124-...2n] {(numitad formula lui

, n—=[3-5-.(2n - *n
J. WALLIS, 1616 — 1703).
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. . ! n -
3. Fie girul a, = ™© = 2 1.
ot
n ¢
1
a) 8d se arate ci (a,), este descrescitor si notind @ = lima., ¢ ae Pca<a

n? o

8,
¥ 221 Deci Va 30, € (0,1) astfel ca a, =ae 12",

b) Folosind formula lui Wallis, s3 se arate .ci a=y2m .
¢) Si se deducd formula lui D. STIRLING, (1692 — 1770):

8,
nl=y2nn (2ye™ 0<0, <1.
e

4. Fie funcia /: [(,1] - R

0 x irational sau x =0
=01 dacsx<? (fractie ireductibila p,g>0)’
q q

Si se arate ¢l f este contmu:‘:i in orice punct irational. Si se deducs integrabilitatea
hui £ pe [0,1].

5. 54 se studieze convergenpa sau divergen;a urmétoarelor integrale improprii:

o o o

s T
6.53 ge caleuleze I{r)= fln(l ~2rcosx +r%dx; |r[#1 (numitd integrala lui

5. D. POIssoN, 1781 — 1840).

7. 88 se calculez.e_v.p. J dx 5 si v.p. fq__gi__
" 2 V]x -4

8. a) Fie P,@ polinocame cu coeficienti reali prime intre ele. Si se arate ¢i f Pla) g

(x)

f

converge daci gi numai dacs @ nu se anuleazi pe R 5i grad @ = grad ‘P + 2,
b) Fie o, e B,

. o
1} Daci B> 1sauf=1sia<-1, atunci ln_ﬂtdt converge,

»
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ii) Dacd B < 1 sau = 1 si 0. = —1, atunci f_._ﬁ_dt diverge.

t

i
1 ¥

9. a) S4 se studieze convergenta integfalelbr: J ﬂ__dt, flnsin.xdx. '
i- t2 0

b) Fie fix) = 3xcosx® - 12 sinx?d, x2>1.S4 se arate ci ff este C dar Hm fx) = Q.

X X—rem

E

. 1 x=c¢
10. Fie functia f: [e,6] = R, flx) =

» unde ¢ € (a,b). S4 se arate ¢i fe R b1
0 inres .

b .
st ff =0. Sa se deduci de E/li_ci cd modificarea unei functii integrabile Riemann intr-un

a

numdr finit de puncte nu afecteazi nici integrabilitatea, nici valoarea integralei.

INDICATII ST RASPUNSURI

14+ X ' .
1. Fie Flx) = j e™stdt. Avem de caleulat: limZ ) =0 _ pigy - goost
o 1 x>0 x

/2 .
2.a)Fie I, = fsin”xdx, n e N Avem I = %, Iy =1. Pentrun 2 2 integrind prin parti
3 .
Tegulti:
2 - /2
I,= fsin" " La(-cosxYdx = —sin* " Ixcosx S + (n - 1) fsm" x cos®xede,
0

nflI

Deducem relajia de recurents I, = T, a0z 2.
n

Folosind I,,,{, se obtine rezultatul cerut.
b} Avem sin®* "y <sinr<gin® - lx, xe [O,E] n 21 integrind pe [0,%] si folosind

formula de la.punctul a) se obtine cu un raf;mnament simplu de siruri formula hui
Wallis.

3.a) in desvoltarea In1*%-ox(1+ly2+. +_ 1 2, ),

x| <1 facem
1-x 3 2k +1
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_, 2 1 ¢i obfinem et 2 .1 1

fhad + ...} sau
In+ 1 n Zn+l 3 (2n + 1)

(n+i)1n(1 +_I,)=‘I-j-..£ L ' S S
2 n 3 @n+12 5@n+1*

1<(n-+.l)ln(1+ )<1+ 1 1 + 1 + ... [dect
2 2 3@+ 1¥ (2n+ 1)t
1
12a(m + 1)

1 o1 1

= . - =
TH <, € T2+ 1 sia,e T2

l<(n+ _;.)‘In(l + _}.} <1+ obtinem
n

. ) ,

@, ; . -

1< 0 <o TEETT dogi G, e
a

<a.
nwr ¥
b} Pornim: de Ia
0,
ey . nl= a\[—[ ] -IT‘,. 9‘(8 <1

1 [22n (n1)2} ’

e v 1| (@)

si de Ia formula ui Wallis

(a,.'.‘s) _TE‘ =‘ T I |- 24-...2x . = lim
L e 2?1 +1 L35'.,(2n + I}

inlocuind fn (%%} ! st (2n)! din.(*} se obtine cu un scurt rafionament ¢ =y21 si apoi
formula luf Stifing.

4. Fie £ ¢ [0,1] un numar irational. Pentru orice natural n > 1 exist# un natural /
E+1

- Exiaté deci un interval deschis I,  [0,1] ce contine & gi astfel
p -

incft pentru orice rational x € I, flx)# 1 Fieeso. Exista N e N astfel incit % <e.
; : n :

1

Folosind observatia de mai sus putem giisi un interval I c [f.),l],-—l; e I gifix) <

pentru orice x & I etc.,

5. a) convergentd, b) divergentd, ¢} convergents, d) convergenti. De exemplu pentru
I -
a) flnfdt =~1-xlnx+x -—>0 ~1. Pentru c), se poate pune \[” =,
X .
' N

6. Considerim suma Riemann

; E In(1 - Zreos F* kn +r2)~.__.1n (T+rP H (1- Zrcos kr rz)}
= o

Considerind descompuneres in factori a polinomului 22* - 1 peste C rezultd

- ’ b
[ Se aplica teorema VIII., 1. f £=0 cici stv) =0 Wv.

!
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"a-1 )
23 = (g2 Blja — 2zcos PR +z2) Yze C
i-1 ” R :

inlocuind z = r deducem '

.8, = ..,1n(r+i(r2” 19}

r—

Daci r] <1, 7% - 0 gideci
N=boa

flnu reosx +r%) = lim S, = 0

. N— o
-

{céici integrala existi 1). Daci Ir| > 1 avem
In(1 - 2reogx -+ 72 = lnrz[_.l -2 cosx + 1]
o

§l ne veducem la cazul precedent. Se obtine

. .
Jin(1 - 2rcose + r9dx = 2minr|, |r]>1.
0 '

4-¢g - 5 -
”'11111 vp "'11111 dx dx

S e T 3 Teay e

etc.

T.v.p. J‘

8. Se aplicd criteriile de comparatie etc.

. 9. a) convergente;

. B) pentru convergenta integralei se observs ci

ea

3
sinx A
[— |£._1 sl ¢ fxcosde.x
x2 oy

este convergenté. {se poate face schimbarea de variabila x° = ¢ sl se aplicd criteriud lui

Abel). Be poate §1 observa ci flx) = (_smx3}

X

- 0. Fie v o diviziune @ =x; <x; < .. <x, = b astfel incit ¢ = x,.

SO - sf) = 2,0 — .




LECTIA A IX-A

INTEGRALE CU PARAMETRU
(FUNCTII DEFINITE PRIN INTEGRALE)

INTRODUCERE

Problematica acestei lectii este o continuare a celor expuse in lectia a V~a.
Integrala este folosité pentru obtinerea de "noi functii® in acelasi mod in care
au fost folosite, de exemplu, seriile dé puteri. Temele dominante sunt legate de

" . "transferul" de proprietiti de la functiile ce definesc la cele nou definite si

studiul concret al unor funetii definite prin integrale. Desi cadrul "natural" al
studiului functiilor definite prin integrale este teoria integralei Lebesgue (care
va fi studiatd in lectiile urmitoare), .am considerat utild prezentarea
subiectului in cadrul mai familiar al integralei Riemann. In finalul lectiei
studiem functia Gamma, una din cele mai importante ale Analizei matematice,
extindere a factorialuluyi de la numere naturale.

1. Integrale Rieman: cu parametru

Fie Y o multime nevid4 si [a,b] R un interval compact; fief: [¢,b] x ¥ — R,
(,y) = flx,y), x € [a,b], y € Y, o functie. S4 presupunem ci pentru orice y € Y,
functia x ~ Rx,y) este integrabild Riemann pe [a,b]. Se poate deci defini 0 noui
functie F: ¥ = R, - " '

b
Fly) = fﬂa&y)dx.

Se spune ci functia F este definiti ca o integrala cu parametru, sau ci F
este o integrala cu parametru. :

Definitia IX. 1. Fie ¥ un spatiu metric, A c Y, p € ¥ un punct de acumulare
pentru 4, [ [¢,6] x A > R si ¢ : [¢,6] —» R. Spunem ci f tinde cétre ¢ cind y
tinde la B uniform in raport cu x e [a,b] daci: V £ > 0,3 §, > 0 astfel incit
pentru orice y € A cu 0 <d(y,B) < §, si avem |fx,y) - ox)| <, Vx e [a,b]
(aici d este distanta in ¥). In acest caz scriem :
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i U ' ‘
TEOREMA IX. 1. fy _-;—>B ¢ dacd si numai daci pentru orice sir (y,), in A,

Y. — B, #B), sirul de functii 1) = flx,y,) converge uniform citre .

Demonstratia acestei teoreme rezulti din definitii.

TEOREMA IX. 2.sFolosind notatiile din deﬁnitié IX. 1, si presupunem ci

_ B
integrala cu parametru F(y) = fﬂx,y)dx este definitd pe A si ci f E> Q.
4 y—B

Atunci ¢ e Rz §1In plus,

b b b
lim F(y) = lim {Axy)de = [@)dx = [(lir
DEMONSTRATIE. Fie (y,), un sir in A, y, =B @,#2pB). Sirul de funectii

£.) = fla,y,) este un sir de functii integrabile Riemann si fnUg ¢ . Rezulti

9& Ry, Fie Ve > 0. Bxistd 5, >0 astfel tncit y ¢ A, 0<d(y,p) <5, sa
implice |ﬂ9;,y) - ¢lx)| <e, Vx e [0,b]. Deducem _ o

b b , b b - ,
Ifﬂxy)dx —f(p(x)dxl = lf(ﬂxy)— ¢(x))dx | Sf[f(x,y) -px)|de<ed -a).

b
Deci | F(y}- f(p(x)dxl Selb-a), 0<dyp)< &, ceea ce ~ demonstreazi

teorema.

TEOREMA IX. 3. (continuitatea integralei cu parametru). Fie A cR"
deschisd sif: [e,bl xA >R o functie eontinui. Atunci functia F: A 5 R,
/’. ° !

b
Fly) = fﬂx,y)dx este continuai.

DEMONSTRATIE. Fie B € A. Pentru demonstrarea teoremei, este suficient si

.

. '
ardtdm ca fy_—)éﬁ ¢ unde ¢(x) = Ax,B), x € [a,b]. Fie V¢ > 0; pentru fiecare
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o ¢ [a,b], f este continud 'in (o,B) deci existd o vecindtate V, a hui o deschlsa i
.in {a,b] si 0 vecin#tate (deschisd) W, a lui B in A astfel 1n01t :

| faxy) - fla,B) S..é.,x e V,ye W, deé;i

|Axy) -fxp)|se,xe V,ye W,
Familia (V,), 1,4 este o acoperire deschis# a compactului [a,d] deci putem

extrage o acoperire finitd {V,, s Vo b SH notdm W=W,N.NW, sifie
- 5, > 0 astfel incit B(,5,) « W. Avem

[flegy) ~fxp)| se, Ve [0,b] siy e B(B,3,),

' v
ceea ce demonstreazé cd f —-)B o .
b

TEOREMA IX. 4. (a lui Leibniz, de derivare a integralelor cu parametru). Fie
F i la,b] x (c,d) = R o functie continui ({c,d) < R un interval deschis nevid).

Presupunem e L f existd gi este continui pe [a,b] x {c,d). Atunci integra_la

tu parametru F(y) = f flxy)dx este o functie derivabils peled)siVvy e (cd),
o ) ” | -
CFiy) = | Zl(eydx.
I5
DEMONSTRATIE. Fie V y, & (c,d). Vom aréta cé

Aceasta revine la

: b
Flyg) = f% Eyp)de.
. I3 v .

F@) = Flyg)
PO -y f O ey )i
Y=Yo ¥—om 3
) - flxy)
Y-=Yo
uniform in raport cu x cind ¥ = ¥g Acest fapt rezulta din teorema cresterilor

) —
M=_§f(x,éx) cu &, intre y si y, folosind continuitatea
Y=Y . y .

Este suficient s& arftdm c& ‘g(x,y) = . ¥ £y, tinde la_gi(x,yu)
: ' y

finite
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functiei % gi teorema IX. 2, Teorema IX. 4 se mai numeste si "teorema de

derivare sub integrala”.

EXEMPLU. Pentru n natural (fixat), definim

n.(y) f ol +y ) 'y € (0,00).

Aplicind teorema- IX 4, obtinem

(v)“*?nyf

W = - 2nyF w100

Pornmd de la Fy(y)= }‘arctg.;, se pot obtine prin deriviri succesive
intepralele Fn.

Fie f: [a,b] x (c,d) — R continud si astfel ineit % gi fie continui,
Congiderdm functia

dlu,py) = ff‘(xy)dx,f w, e fa,bl, "y eled).

Folosind proprietatile integralei Riemana girteorema IX. 4, deducem:

3 oy BB o CaF o
?J(U,UJ) fuy), aé;—(u’vxy) =fvy), _ uaayu(u,vy) = ufméym(x,y)dx.

8i presupunem ¢4 u,v : (q,d)' - [a,b] sunt functii de class G, & = u(y), v = viy)

§i cd /1 [0,8] x (t,d) > R este continud si eu K continud. Si considerim

- functia:

uly)
G = [ fepdx.
. 4' “b) :
@ este derivabild pe (¢,d) i avem formula:

viy)
66+ [ Lz o620 - s,
uly)

humitd "regula generald ie dﬁr,uzarﬁmsub integrali". In adevir,
22 Bt

£ i !#"'C,{Q“ \F
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si se aplicd teorema de derivare a functiilor compuse.

TEQOREMA IX. 5. (integrarea integralelor

cu- parametru). Fie
f: la,b] x [c,dl = R o functie continud. Atunci ‘

b d ‘ d b "
[([Rayyanas = [(ffueydndy.

DEMONSTRATIE. Pentru x € la,b), considerim
Flx) = xf( dfﬂt,y)dy)dt- §i Gla) - df( xjf(m)dt)dy |
Deducem cu ugurintd ci F si G sunt demvabﬂe pe [a,bl §1
Flx) = j Ray)dy = Glx)

Gla) =
de demonstrat.

0, deci F = G pe lg,b}; in partlcular F(b) = G(b), ceea ce era

Comentariu, Teorema IX. 5 se mai numegte "regula de intervertire a ordinii de
integrare”" si aratd ci doui integrale "iterate” sunt egale. Semnificatia acestui fapt va
spori atunci cind vom ardta, in lectiile viitoare, cii valoarea comuni a celor doul
integrale iterate este tocmai integrala "dubla” a fufictiei f pe dreptunghiul [e.0] x [e,d).

2. Integrale improprii cu parametru -
FieAcR*sif: lg,b) x A > R,x e ia,b), y € A.Vom presupune ci pentru orice

b
y-€ A, functiax = flx,y) este local integrabild pe [a,b) si ci fﬂx,y)d.x converge.

. b
Se poate defini functia ¥ : A — R, F(y) = ff(xy)dx . Se spune ci functia I este
. CL. -

definit ca o integrald improprie cu parametru, sau ci £ este o integrala
improprie cu parametru.

. . ! z
Pentru a < ¢ < b, si considerim G(y,t) = fﬂx,y)dx, G:Ax [ab) - R
-
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. ) U :
Definitia IX, 2. Dacéi, in ipotezele de mai sus, &G —ab F', atunci spunem ci
1=

integrala fﬂxy)dx converge uniform (in raport cu y) pe A.

Sé& observém cé aceasta revine la: Ve > 0 3 b, < b astfel incit |fﬂx,y)dx1 <eg,

pentru orice b_ <t < b sl orice y € A

TEOREMA IX. 6. (contmultatea integralei unproprn cu parametru) S5a

presupunem cd functia f: [a b)x A —» R este continud gsi ca fﬂx,y)dx

converge uniform pe A. Atunci funclia F: A - R, F (y):jﬂxy)dn‘c, este

continui.

h3

DEMONSTRATIE. Alegem un sir £, > b, a ¢, <b. Folosind teorema IX. 1,

jsfel}
rezultd cd sirul de funectii G,(y) = G(y,t,) converge uniform la F (G, - F).

Teorema IX. 3 asigurd continuitatea functiilor G, , iar convergenta umforma
a girului (G,), transfer# continuitatea la functia limits F.

TEOREMA IX. 7. (derivarea’ cu parametru). Si

integralei improprii
presupunem ci [ : [g,b) x {c,d) —> R este continui gi ci existi _g_f continua.
) .

} . . b
Daci fﬂx',y)dx este convergenti si dacd integrala f_gf. {x,y)dx este uniform
< dy

. b
convergenti pe A, atunci functia F:(cd) = R, F(y)=fﬂx,y)dx, este

e

b
derivabila pe (c,d) i Fy) = | ugi(xy)dx (Leibniz).
: _ )% |

DEMONSTRATIE. Alegem un gir¢, — b, a <¢, < b. Sirul de functii G, (v} = Gly,t,)

U
converge (punctual) la F i folosind teorema IX. 4, 'Gi—;»H , unde



\l‘
il
'\"‘15'1'

[l

220 ' X fntegmle cu parametry (functii definite prin integrale)

& . .
Hiy) = f _'E_)a}f_(x,y)dx . Apli¢ind teorema de derivare termen cu tgrmen a girurilor
@

de functii, F este derivabili si ¥’ = H. Teorema IX. 7 se numegte §i teorema de

. derivare sub integrali. '

: b
TEOREMA IX. 8. Fie f: {0,b) x lc,d) — R continu, astfel ineit j feylde si |

fie uniform eonvergenti. Atunci

d b 5 d
f (f fxy)da)dy = f( fﬂxy)dy‘)dx .
A ac

TN

_ o U
DEMONSTRATIE. Fie £, — b, @ < ¢, < b. Folosind notatiile anterioare G, ~» F.

Deci }G,,,(y)dy—-) ?F(y)dy sau }(tf ﬂx;y)dx)dy‘ej.-(frﬂxzy)_dx)dy. Aplicind

d t ty d ' :
teorema IX.5, rezulti ca f(fﬂxy)dx)dy = f( f fxyidxddy . Deci exists
c a ¢
“’n. d d b N
lim f (ff(x,y)dx) dy si aceastd limitd este egala cu f(ff(x,y}dx) dy . Dar sirul
n_.)m(t c c a
b d

(t,), era arbitrar aga ci rezulti ci f ¢ f flxyldx)dy este convergenti si are

L2 R

loc egalitatea din enunt.

OBSERVATIE. Rezultate :analoage teoremelor precedente se obtin (cu modifiesiri
evidente)} in cazul intervalelor (a,b] sau {a,b). Lisim in seama cititorului

- formularea si demonstrarea acestora.

Din cele de mai sus rezultd importanta notiunii de uniform convergentd a
integralelor improprii. Este astfel util si avem ecriterii de convergenti
unifermé a integralelor. Tatd citeva:
Criteriul general (Cauchy). Fie f: {a,b) x A — R.astfel incit pentru crice
. ' , A
ye A, functia x —~ flx,y) este local integrabild. Atunci fﬂx;yldx este uniform
’ a

convergentd dacé gi numai daci V ¢ >0 3.5, < b astfel incit pentru orice u,v

continud pe R.

2. Integrale improprii cut parametru ' ’ : 221

. o . ’

b, <u,v < b, avem [ff{xy)‘d’x | <=, pentru orice y € A.
23
Demonstratia repetd .ideile din demonstratia criteriului analog pentru
integrale improprii. ' ;
8Be deduce imediat
Criteriul de 'co‘mpara;ie. Fie f ca mai sus §i g:le,b) > R astfel incit
b

|'ﬂx,y)|‘ < glx) pentm orice x ¢ [a,b)giyv e A. Daci’ fg(x)dx este convergent4,

LU

b .
atunci fﬂx,y‘)dx este uniform convergenti.
o

oo

ExeMmPLU. S5 considersm  [S9%% 4y ye R Avem |SPY o_1

3 L+a? S1ex? Tax?
Vxe [0) gi Vye R Integrala f dx 5 fiind convergents, rezulta
: o l+x o
J'smxy _dx uniform convergents. Observind ¢ fxy) = 5™ oste continug
5 1rx? L 1+x

oo

pe [0,0) x B, deducem din teorema IX. 6 ci functia F(y)‘=f5imy dt este

1+x
Criteriul lui Abel. Fief: [a,6) x I - R o functie de clasi C, T un interval in

x =3 b

. } : b
R, astfel fneit limAlxy) =0 uniform in raport cu y $i f.g_f:(xy)dx sa fie
4 ,

uniform convergents. Fie g : [0,b) x I ~> R continui ca proprietatea ¢ existi
M > 0 astfel incit ' '

X
| gy | <M, Vxe lab)siVyel
[¢3
, . b - : .
I aceste condifii, fﬂxg)g(xy)dx converge uniform. Demonstratia reia ideile

din criteriul Iui Abel pentru integrale improprii.
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- b - R ‘:Cj’ . i
EXEMPLU. Fie F(y} = fe -xy SIX g, ,¥ 2 0. Dininegalitatea | £ s [<e™  se
) : x x
0 .

deduce imediat c¢d F este bine definitd pentru y > 0. Pentru y = 0,

F(O)=f5mxdx, care este convergentd. In definitiv, avem o functie
x
0

F [0, -> R Vom incerca si calculim F determinind astfel gi valoarea

o

integralei f
0

sinx

dx. Pentru aceasta si observim pentru inceput cid F este
P .

o

-y SINX

continui. In adevir, este suficient si ardtim cd G(y) = fe dx este o

1 X

o L .
functie continui cu Fly) = fe‘.?‘y S g +Gy) ( fe"‘y SINY 4y este de fapt o
0 * X :
integrald Riemann cu parametru).
Pentru a arita ci G este continui, este suficient si arétim ci este uniform

oo

convergenti integrala f e
0

—xy Sinx
x

dx . Pentru aceasta se poate aplica criteriul

—xy .
lui Abel luind flxy) = e__ si g(x,y) = sinx. In continuare, avem pentru y > 0,
x

9 (e Sin%y

x € [0,0). Fie
dy X

= - e giny, ¥ > 0.

le®sinx | <e™°. Aplicind criteriul de comparatie, deducem ci fe % ginax dax
' . 0

converge uniform pentru y = y,. :
Teorema de derivare a integralelor improprii cu parametru se poate deci aplica

oo .

si obtinem F/(y) = - fe “sinxdx ,y > y,. Cum insé y, > 0 era arbitrar deducem

i
cd Flly)=- fe'xysinxdx, V¥ y > 0. Un calcul simpla arati ciF/{(y} =~ T 1
0 *y

y > 0 si deci
' Fly)=-arctgy + C, C constantd, Vy > 0.

Pentru y =2y,

[

i

> .

3. Funetiile B,T : 223

ca

Dar ]F(y)]sfe""ydx=i, ¥y >0 g1 deci lim F{3) =0. Ca atare C=% si in

0 ¥ Yy e

definitiy F(y)=f£.—arctgy, y>0. Dar F este continui pe [0,e0) si deci

o .

J‘smx dx = F{0) = lim F{y) = E., rezultat remarcabil. Se deduce imediat ci:

0 * 2T
. ..71:_, oa>0
a - 2 -
LT S
0 X
—f_, <0
2

3. Functiile B, I"

Definitia IX. 3. Functia gamma a lui Euler, T: (0,02} — R, se defineste prin

F(a)=fx”'1e'xdx, o>0.
0
Pentru fiecare o e (0,e0), fx“’le “dx converge. In adevir, este suficient si
. 1 o3
ardtdm éonvergenia integralelor f 1% le~*dx, J‘x“ “ledx .
0 1

1
Pentru prima integrald observim cix®~le™ <x™ "% x e (0,1 sicum o > 0, fx“ “ldx
o

converge,

- Pentru a doua integrals, avem, de exemp]u, limx2e ™% 1=0 (o> 0) si

X —»rco

aplicim criteriul de convergentd la limitd. Mai mult, notind

1 -
Fio) = fx_"‘“ le™*dx, Fofa) = fx" “ledx, o> 0
0 1

§i observind ci pentrua oy > 0 avem

1w g1 .
x% lgx g™ yVxe(0,1)sio>a,
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g legvgx® lox vy e [1,00) gi o e (0,0].

Deducem, . folosind - criteriul de- comparal;ie' pentru integrale‘ uhnprgp%n . ;u
parametru, continuitatea functiilor F, i F, pe (0,00) si in de ilu v
continuitatea functiei T :(0,00) — R, deoar.ece T = Fi+ F,. Co.ntmum_" in
aceeasi manierd gi aplicind teorema de denva:e a 1ntegr.aielor improprii cu
parametru, se poate arita ci I este de clasi C” pe (Q,e0) si

™(a) = J‘x“’ Ynxyte*dx, n e N
1]

in plus, un calcul evident araté ci

(1) ETe‘xdx =1.
0

TEOREMA IX. 9. Pentru orice ¢ > 0, avem Ia + 1) = oTe).
DEMONSTRATIE. Pentru 0 < @ < b < e avem

b b
fx‘*e"‘dx = -x%e |0+ Otfx“' ledx.
a a
Trecind la limitd pentru ¢ — 0, b — = obtinem
fxae—xdx = Otfx“’gle_xdx ,
o i

ceea ce trebuia demonstrat.

COROLAR. Pentru n e N, I'(n + 1) = n!. Asadar, funcfia gamma este o
extindere a functiei fa}ctorial.

Definitia IX 4. Functia béta B : (0,00) x (0,«,)'_; R se defineste prin
- 1
Blp.g)= [#7 (1 -0 ldx,
0

Este un exercifiu simplu stabilirea convergentei in_tegralfai piantru p,g >0
(integrala este improprie pe intervalul (0,1)). Astfel se consideri separat

3 ‘ 1 .

fep 1 -ap e i fx? ML 20 My, 0 < < 1

0 £

188 se calouleze Fly)- | In(1 +ycosx) g,
o Cosx

4. 10 exercific . A 295

§i se aplicd criteriul de comparatie cu 1 respectiv cu L .
xk (1-x)

Este imediat de observat ci B(p,q) = Blg.p), ¥V p,q > 0.

Vom da fird demonstratie urmitorul rezultat util. ‘

TEOREMA IX. 10.

1 B(p,q)=w, rg>0;
Np +¢)
2) Bip,1-p)=_—__, O<p<l.
' sinnp

Utilizind aceasts teorems, deducem
11 1 . . 1
Bl—, =N | =xn sideci T(2) =vx .
[2 2) [ 2 T ¥ 3=V

oo »-];- o l 7
Dar 1'(_;_) = fx 2e%dx =9 f e * dx (cu o schimbare evidenté de variahils),

0 0
In definitiv, f e dx = i;?_ si deci fe"‘zdx =n , rezultat important (folosit in

/ 4 .

teoria probabilititilor, la studiul repartitiei normale).

4. 10 exercifii

|¥|<1, prin derivarea integralei cu

parametru,
n

2. 34 se calculeze Gly) = J‘ln(y2 -sin®)dx, y>1.
h )

?

o0

' 3. Bi se arate ci f H00% e converge uniform n raport cu o pentru o = o > 0.

b X .

1
4. 84 se calculeze integrala I = f_?r_ctg_x__dx

Oyl - x2
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o

5. 84 se calculeze fsinotx cosPxdx, oB > 0.
x
o

.

o 4
6. Si se calculeze T f v dx si J= fxpexp( ~-xNDdx, p>-1, g>0.

g (L+x)?

7. S se caleuleze I = | sin®xcos*xdx punind sin’

o~ n

8. Si se calculeze I(b) = Je"‘zcos%xdx ,be R
0

= -ax _ n-b% ’
9. 54 se arate ci J‘u_;dx =1n_b_, a,b>0.
a x a

10. S3 se caleuleze I = fwdx, ab>0.

x2

INDICATII SI RASPUNSURI

In(1 + ycosx)
cosx
y. Prin derivare sub integrald avem

1. Se prelungeste funcfia

=t gl folosind functiile B, T".

prin confinuitate in punctele (ltz_ ¥} cuvaloarea

F’(y f O I o g% =t cte).

1 +ycosx
¥ 1—y2

Deci F(y) = marcsiny + C dar F(O) =0deciC=01In definitiv F(y} = narcsiny.

K
—E ‘e . .
2. G"(y f 22ydx =" " (tgx = ¢ etc.) sau G(y)=1tln(y+\;'y2wl}+c. Pentru

oY - sinx /yz—l

determinarea constantel C se scrie

l'[

C= fln(yz—smx)dx nlnly +y¥2-1)==nln

y+iyE-1

T[

fln(l - ._a.smzx)dx

¥y

- t/— .
6.In17 =f dx se face schimbarea x=_°
1=

-

-

4. 10 exercitii - /

A

287

1. Ly ien o '
Dar |In(1- Fsmzx)l < |In(1 - F)| §i ficind y — +eo objinem C = —xln2 ete.

=3

' sing = : ‘
3. Integrala f . df este convergenté deci ¥ ¢ > 0 3 A, astfel incit A > Ay sa implice
) .

oo

sint m.'sinotx T si A ' s
JJ - dt|<c.Avemf dx=J-Sltntdt.LuindA>_(lvomavealfsmuxdx|<a
x
A

A A * A 0o
Y o 2 o, deci uniform convergenta integralei.
&

1
L
4. Se pleact de la F@):J-Md; ¥20 care se calculeazi prin derivare sub
Oxyl-22

integrald. Se obtine F(y) = _g_ln(y *\/1 +y2) gideci 7=F(1)= Fln(l+ /2y,
' 2

w3

fsmaxcosﬁxdx=_;_ Tsin(a+B)qu+]isin(a-|3)x dx
X

s1 folosind
0 * a
T
—, a>0
. 2
fsmetxdx_ 0, =0
o * _
f_, a<0
2
deducern
0, a<p
= . r
., o=
fmnaxcosﬁxdx: 4
A
n -
—, 0>
> B

RPYSE ; gl se ajunge la

r[2hr3 '
I= B[E,E 4 ) I8l = _ =
4 4 I(2) 4\4) &) T 4m o

Pentru J = fxl’e “*'dx se face x7 = ¢ gi se ajunge la functia I,




: : 1n(6 3\_ =
7. Cu schimbarea sin®x = £ se ajunge la I=_ [_,_]
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7 12'2| 32

8. Dupa verificarea conditiilor de derivare sub integrala obtinem:
I'(b) = - {2e¥'gsinbrdx
. 0
si o integrare prin parti conduce la relatia I'(h) = —251.

’ 2 - T 2 \/‘j'—[
Se obtine 1(5) =ge'b (folosind _!e “dn= YT,

9. J. e ¥dx este uniform convergenti in raport cu y pentru y = ¥, > 0. Obtinem
s :
) b = :
[(Je=apas= [t [e-vandy,
0« e 0
de unde rezultatul.

. . . _T _
10. Se procedeazi analog exercitiului @ folosind exercitiul 3. Se obtine I = ?(b a).

LECTIA A X-A

MASURA SI INTEGRALA

- INTRODUCERE

Aceastd lectie este consacratd prezentirii primelor notiuni de teoria masurii.
Este o lectie ceva mai abstracti decit precedentele, din cauza gradului de

. generalitate al subiectului. Considerim utils aceastd generalitate care, odati
insugitd, deschide largi posibilitdti de aplicare (in teoria probabilitétilor,
analiza Fourier, in studiul fractalilor etc.). Exemplul fundamental al masurii
Lebesgue in R” va fi analizat in lectia urmitoare.

1. Masurabilitatea

7 Pentru o muljime nevids fixatd X vom nota cu PX) multimea partilor sale.
" Deci-sunt echivalente afirmatiile: A ¢ P(X) siA X

'Defini!;ia X. 1. O submulfime 4 c P(X), deci o colectie de pirti ale lui X, se
numeste ¢ — algebra pe X daci:

i) Xe 4 '

i) Acd=CAc 2

i) A4,),sirin A= UA_e A

Rezults imediat §i urmatoarele proprietifi:
iV) Azx@B, B 4, -

v) A,BEﬂﬁAUB,AﬁB,A—-BEﬂ;

Vi) A, sirin A= NA e 4
. n

EXEMPLUT, 1. P(X) este 0 & — algebri pe X,

EXEMPLUL 2. Dac (4,), « 7 este o familie de ¢ - algebre pe X, atunci 4= N 4,

ial
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o

. X, Misurd gi integrald
230 : .

este 0 o ~ algebrd pe X.

TEOREMA X. 1. Fie Cc P(X). Exista i este unicid o ¢ — al_gebrﬁ ApelX
/ .

astfel incit:

1) Cc 4 ‘

2) dacd B este 0 ¢ — algebri pe X astfel incit Cc B, atunci A< B,
| G — algebra 4 se numeste ¢ — algebra generata de C.

DEMONSTRATIE. Fie (4,); . ; familia tuturor ¢ - algebrelor pe X cu proprietétea
¢d Cc A, Vi e I (asemenea algebre existd, de exemplu P(X)). Este suficient

sd ludm A= N 4.

iel
Definitia X. 2. Daci 4 este o ¢ — algebré pe X, perechea (X,4) se numeste
spatiu mésﬁrabil, iar multimile din A mul{imi m:‘isurgbile (In X).

Daci nu este pericol de confuzie, spatiul mésurabil (X, A4) va fi notat X.

Definitia X. 3. Fie (X,A), (Y, B) spatii mésurabile. O functie /- X — Y se zice
miisurabili daci pentru orice Be B f(B)e 4

TEOREMA X. 2. Compunerea a doud funcjii misurabile este masurabila.
Demonstratia este imediati. .

Definitia X. 4. Fie X o muliime. O submuliime TcPX) se numeste
topologie pe X daci:

1) @Xe T

i) ABe T=AnBe T,

iii) pentru orice familie (4)); . ; de elemente din 7, A = iiEJIAL- este in 7

EXEMPLUL 1. P(X) este o topologie pe X (numiti topologia disereta).

EXEMPLUL 2. Dacé (7)), _ ; este o familie de topologii pe X, atunci T= ire]r‘lg
este o topologie pe X.
TEOREMA X. 8. Fie C c P(X). Exista gi este unie o topologie 7pe X astfel

incit:
1) CcT;

£ Comentariu, Masurabilitatea decrie in mod axiomatic cadrul "

Tatural al unei "geometrii"
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2} Daci S este o topologie pe X astfel incit C < §atunci T Topologia
T'se numegte topologia generati de ¢\
Demonstratia este similari cu cea a teoremei X 1.

Dgﬁnig‘,ia.x. 5. Dacél Teste o topologie pe X atunci perechea (X, 7] se numeste
spatiu topologic, iar multimile din 7'se zic multimi deschise (in X).

Dacii nu este pericol de confuzie, spatiul topologic (X,7) va fi notat X
Elementele unui spatiu topologic se zic puncte.

o,
EXEMPLUL 1. Fie (X,d) un spatiu metric. Familia Ta mulfimilor deschise in

X este o topologie pe X (conform teoremei III. 4). Aceasta este numits topologia
canonici a unui spatiu metric. ’

In cele ce urmeazéd, spatiile metrice vor fi considerate spatii topologice cu
topologia canonics.

EXEMPLUL 2. Fie X = R = [-00,+e0]. Considersm pe R topologia generati de

toate intervalele de tipul [-eo,B), (a,b), (o, +e0], a,Ba,b € R. Se arati ugor ca
orice. multime deschisi a acestei topologii se poate scrie ea reuniune
numirabild de intervale de tipul de mai sus. Pe de’altd parte, multimile

- . ,
deschise in R continute in R stnt exact multimile topologiei canonice a lui R
ca spatiu metric cu distanta uzuals. 7

R va fi considerat spatiu topologic, cu topologia descrisi in acest eﬁé}ﬁ-p\lu.
: i

Definitia X. 6. Fie (X,7), (¥, spatii topologice.

1) o functie £: X — Y se zice continui in punctul a € X daci pentru orice
Be Sfla)e BexistiAec Tac A A cFYB)

i) f: X = Y se zice continui daci pentru orice B € S, fF1(B) e T

OBSERVATIE. Evident, f este continui dac# si numai daci este continus in

‘Orice punct din X.

TEOREMA X. 4. Coinpunerea a doud functii continue este continus.

|- Demonstratia este imediata.

calitativ' al masurarii

) opologia descrie cadrul
foarte generale. Aceste structuri permit studiul functiilor
dsurabile gi respectiv al functiilor continue.

miltimilor (intuitiv — arii ale multimilor plane, volume ete.), T
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Definitia X. 7. Fie (X,7J un spatiu topologic. ¢ — algebra generati de T se
numegte ¢ — algebra multimilor boreliene sau mai pe scurt ¢ — algebra Borel
pe X (dup# numele matematicianului francez E. BOREL, 1871 - 1956).

EXEMPLUL 1. Intr-un spatiu topologic (X,7), complementarele rhull:imilor

deschise se zic multimi inchise. Orice multime inchisd este boreliani.

‘ EXEMPLUL 2. In R intervalele [a,b), a,b ¢ R sunt mulimi boreliene.

in cele ce urmeazi, vom intilni in general urmitoarea situatie.

Definitia X. 8, Fie (X,0) un spatiu m#surabil si (Y,7) un spatiu topologic. O
functie f: X — Y se zice mésurabild daci pentru orice mulfime Be 7
fYB) e A, deci f intoarce mulfimi deschise in mulfimi mésurabile.

OBSERVATIL. 1) Se poate ardta cu usurind ci in cazul definitiei X. 8, f este
misurabild daci si numai daci f este masurabild in sensul definitiei X. 3,
daci pe Y se considerd ¢ — algebra mul{imilor boreliene.

2) Rezultd imediat c¢i dacd f: X — Y este misurabili st g: Y — Z continui
atunci gof : X — Z este misurabili.

EXEMPLU. Fie (X,.4) un spatiu mésurabil sif: X — R. Se poate arita ci feste

misurabild & fHo+el e 4, VaeR i wa={xeX|fix)<ale 4
Vae R .

. Urméirim stabilirea principalelor proprietati algebrice ale functiilor

misurabile. Vom incepe prin urmaétoarea:

TEOREMA X. 5. Fie (X,%) un spatiu misurabil si f=(f,fp): X R?,
x - (Fi(x).fo(x)), o funciie. Atunci f este misurabild daci si numai dacil
fu.fs : X — R sunt mésurabile.

DEMONSTRATIE. Aga cum am stabilit mai sus, R si R? sunt spatii topologice in
mod natural. Daci f este mésurabild, atunci f;, f, rezultd mésurabile folosind
observatia 2) de mai sus. . ] :
Pentru demonstrarea implicatiei inverse, s observim ci orice multime
deschisd din R? reuniunea numarabili de dreptunghiuri deschise cu laturile
paralele cu axele (produse carteziene I, x I, de intervale deschise). Este deci
suficient 84 ardtim c# pentru orice astfel de dreptunghi I, x I, f~ 1(11 x Ip)
este misurabild tn X. Dar : '

£ x ) = Fy }IONF T,

fl‘l('l"l), fz‘l(Iz) sunt mésurabile prin ipotezé si A este ¢ - algebra.

DEMONSTRATIE. Pentru 1) totul rezulti din teorema
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TEOREMA X. 6. 1) Dacil fg: X —
misurabile. ‘

2) Daci f,g - X — C sunt masurabile atunci f + &, fg sunt misurabile.
3) A c X este misurabild daci si numai daci functia sa caracteristica

R sunt maésurabile atunci f + g, fg sunt \

] xe A
este mésurabild (y, : X - R sau Xa't X~ {0,1}, {0,1} cu topologia aiscreté).

. o : Pprecedentd si din
observafia c4 functiile s : R* > R, p : R* = R (s(x,3) = x + , p(x,5) = xy) sunt

continue. De exemplu fg méisurabile = h = f,8) : X > R®> maisurabili =

 soh = f + g mésurabili. .

Pentru V2) se faratﬁ inth ¢4 f este misurabild daci si numai daci Ref, Imf
sunt mésurabile (in fapt teorema X. 6) si apoi se aplicd 1). T '
3} este o simpli verificare.

84 studiem acum comportarea masurabilititii la trecerile la limiti. Pentru
aceasta s precizim urmitoarele: -

Daca (f,), este un gir de functii [ X = R, definim functiile supf,, inff,
. 3 n ?

lim supf,, lim inff,, cd functii X — R, prin:

(stipfn)(x) =sup (f,(x)); (i{}ffn)(x) = inf(fn(x)) ;
(limsup,)x) = lim sup(f,(x)) ; (minff,)x) = lim inf(f, (),

pentru orice x € X. Desigur ,}iinwf” =f punetual dacééi numai dac -

lim inff), = lim supf, = f.

TEOREMA X. 7. Fie (f,), un’sir de functii misurabile [ X—> R. Atunci

- functiile sEpfn, i%ff,1 » lim supf,, lim inff, sunt misurabile.

. DEMONSTRATIE. Reamintim ci pentru un sir (a,), in R,

limsupa, =infsupa, , linii = i
pa, nfsupa, , lintinfa, S‘;%P},%E“n’
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deci este suficient si demonstrim teorema pentru supf,, inff,. Fie

. n n
£ = supf, . Pentru o € R avem

n
- -1
g Mo, +od =UF, ot +od
n

deci g (o, +o0] este masurabild cici fn'l(oc,+oo] sunt multimi masurabile ¥V n,
dedi gi reuniunea lor (familia flind numérabild). Conform éxemplului de dupé

definitia X: 8, g rezultd masurabilé. Pentru inff, se foloseste un rationament

aseménitor.

COROLAR. Daci lim f, =f punctual si f, sunt misurabile, atunci f este
n—» o0 . R

maisurabili. )

Definitia X. 9. O functie s : X — [0,+<) se numeste simpla daci s(X) este o
multime finitd, adicd s are doar un numér finit de valori, pozitive.

~ OBSERVATIE. Dacd s este o funcfie simpld si s(O = {o,...,0,} atunci

s=) o;Xs, unde A; = {x e X | s(x) = o), x,, fiind funclia caracteristica a
i=1 .

multimii A; Este ugor de verificat cé s este mé#surabild daci ¢i numai daci
Ajy,...,A, sunt mésurabile.

TEOREMA X. 8. Fie f: X — [0,+c] 0 functie misurabild. Existd un gir (s,),
de functii simple méisurabile astfel incit: :
1) (s,), este crescator (s, <s,,,, V 1)
2) lim s, =f (punctual).
n—>ee

(Deci f poate fi "aproximata" eu functii simple).

N : ) :
DEMONSTRATIE, Pentru n = 1,2,... si 1 £ i £ n2", definim

E,=f 1L 2 Fo=f e
an n

nan

i-1 ‘ '
Sp= Y XE .+ RYp -
ot 211 n i n

Se aratd cu ugsurinid cd (s,), éste un sir crescitor de functii simple

mésurabile si cd s, — f punctual. (in‘ adevir, de exemplu, pentru x € X, daci |
flx} = +eo atunci s, (x) = n pentru fiecare n = 1,2,... Daci flx) < +o0 atunci de la -
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un rang incolo
0<fx) -5 (s 1
- - 2n
din modul de constructie al sirului (s,),). Deci §.x) = flx), Vxe X

Comentariu. Pentru orice experients fixats (de exemplu, prezentarea la examen sau
aruncarea cu zarul ete.), evenimentele asociate formeazd o ¢ - algebra pe spatiul X
al evenimentelor elementare, In acest caz functiile misurabile X 5 R se numesc
variabile aleatoare. Toate proprietitile anterioare au loc pentru variabile aleatoare,

Agadar, o mirime § este o variabild aleatoare < V¢ e R, E<cl=lxeX|Ex) <)
este un eveniment, *

2. Masura

Definitia X. 10. Fie (X,4) un spatiu masurabil. O aplicatie i : }?{ — [0,4cq] g€
numegte misura pe X daci
1) 11(@) = 0;

2) pentru orice sir (A,), in 4, astfel incitA, N A, = @ pentru n = m, s rezulte

P(EAn) =¥ u4,).

Ultima proprietate se numeste numdrabil — aditivitate.

OBSERVATIE. In ceea ce priveste notatia E n(A,), aceasta se corsideri 4o

. . . - * n
dac#’ cel putin unul din termeni este +e (sau daci seria este divergenti) si

reprezintd suma seriei respective daci aceasta este convergenti (aceasti
conveniie coincide cu o aritmeticd "naturali” in [0,+=<] gi vom reveni).

g  TEOREMA X. 9. Fie p o mésuri pe (X, 4). Atunci:
DDacd A;,... A, e 4, A, M A; = 0 pentru  #j rezulti

1-1(111 [ UAn) = p-(A]_) + ...+ H(An)

- (deci masura este finit aditiva);
2 2)A,Be 7, A c B = pA) < uB).

DEMONSTRATIE. 1) Se ia girul Ay, ALD,D,... 51 se aplicd definitia masurii.
2B=AU(B-A)sise aplicd finit aditivitatea demonstraty si pozitivitatea

masurii.

TEOREMA X. 10. Fie p o masurs pe (X, 4).

) Daci (A,), , , este un gir in 7, A, ChAyc...cA, <. atunci
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WUA,) = lim p(4,) .

2YDaci (A,), ., ,esteungirin 4 A, DA, > . DA 5. .sipld)< +oo, atunei
}J(QA,,) = }ilnmu(An) .

3) Pentru orice sir (4,), in 4,

pUA,) <Y n4,) (subaditivitate).

DEMONSTRATIE.
1) Definim girul

Bl =A1’BZ=A2 _Al’ wan Bn =An “A

(B,), este un sir in A si B, N B,, = @ daci n # m. In plus

n- 1 -

UB,=UA, siA, =B, v ..UB,.
n n

Deci p(UA,) =nUB,) =¥ n(B,), iar p(A,) = p(By) + ... + u(B,). Deci (u(A,)),

este girul de sume partiale ale seriei. ¥ p(B,) si se obtine rezultatul.

2) Se considerd girul C, = A, - A ¢l se aplicd punctul precedent (atentie la
conditia plA; < oo ). .
3) Trimitem la exercitiul 4 al acestei lectii.

EXEMPLUL 1. Fie X o multime gi 4 = PX). Definim 7

+oo  dacd A este infinitd

cardA daci A este finitd
. - . -

(card A -este numirul de elemente ale lui A). Se aratd simplu cd p este 0
misurd; 1 se numegte misura de numiarare pe X. De o importantd
deosebiti este misura de numérare pe N, Pentru moment g3 ardtim ci
folosind misura de numirare pe N putem si dim un exemplu care 84
justifice conditia p{A;) < +e In punctul 2) din teorema precedenti. Sa luidm
A,={nn+1,..} Evident,A DA, ., pentru\orice ne Nsid) =+, ¥ n.

Dar NA, =@ sideci 0=p(NA,)# lim u(A)) =} oo,

)=

n—y oo

EXEMPLUL 2. Fie X o multime gi ¢ ¢ X. Luidm A4 = P(X) si definim

/

- i misura Dirac este o probabilitate.
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1 daci acA !
: , AcX
0 daci agA

Se veriﬁcé'i_mediat ¢ 8, este 0 masuri, numits misura Dirac concentrati
in "punctul” a (dupd numele marelui fizician englez P. DIRAC, 1902 — 1986).

8,(4) =

EXEMPLUL 3. Fie X o multime finit#, nevida si 4 = P(X). Definim

dA
(A) - car .
& " card X

Se verificd imediat ci p este 0 mésurs sinX)=1.In fapt avern o varianti

'relativid" a misurii de numérare. Cititorii vor recunoaste cu ugurinti in

acest exemplu modelul "clasic" al tecriei probabilititilor discrete.

Definitia X. 11, Daci p este 0 misurd pe (X,2), atunci tripletul (X, An) se
numeste spatiu cu mésurd. Un spatiu cu misurd X, Ap) cu p(X) =1 se -

numeste cimp de probabilitate si In acest caz misura B se numegte
probabilitate. ‘

EXEMPLU. (X,P(X),8,) din exemplul 2. de mai sus este un cimp de probabilitate

. Comentariu, Teoria probabilititilor apare ca o parte a teoriei misurii, o parte cu

problematici specific, dar conceptual confinutd M teoria maisurii. Aceasts abordare,

datoratd lui A. N. KOLMOGOROV (1903 ~ 1987), asazd teoria probabilitétilor pe un
fundament teoretic solid.

3. Integrala

{ __in [0,+2<] vom extinde adﬁnarea si iﬁmultirea punind:

@ + (+50) = (4o0) + 0 = +eo, V @ € [000] g

a(+o9 = (+eda = +oo dacd g>0

0 dacd a=0

S4 remarcam ci, prin definitie, 0o = oo:( = 0, conventie pe care o vom adopta
¢ I cele ce urmeazid. Se verifica usor ¢4 adunarea si inmultirea astfel extinse
.. Pistreazi o serie de proprietéti ca asociativitatea, comufativitatea ete.

‘Fie acum (X,4,1) un spatiu cu mésuri.

efinitia X, 12. 1) Pentru orice functie simpld misurabila s X —s [0,00),
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n
=Y axs, , definim integrala lui s pe X prin:
i-1 :

ISd]l = E Of-l'}.l(Ai) .

(¢,...,0%, sunt valorile distincte ale 1u1 s)
2) Pentru orice functie méisurabild f: X — [0,00), definim integrala lui f po
X prin:

Ifdu = sup {Isdp, s simplid m#surabild, s<f}.

Este de remarcat ci orice functie misurabild pozitivd are integrald, aceasta
putind fi eventual +e. O observatie evidentd aratd cid pentru functii simple
misurabile, definitiile 1} si 2) coincid.

Vom stabili propneta‘;:ﬂe cele mai importante ale integralei functnlor
misurabile pozitive si apoi vom extinde definitia la functii cu valori complexe.

TEOREMA X. 11. 1) Fie f,g : X — [0,4+] mésurabile, f < g; atunci

' lfdu < igdu .

9) e & [009), f: X — [0,00] masurabild = [cfdp=c ifdu.

Nf=0= ifdu=0. '

\

4) Daci p(0) = 0 = }[fdp =0,V f: X — [0,0] mésurabil.

Demonstratia este imediaté.
Definitia X. 13. Fie f:X — [0,<] misurabili si AcX, Ae A (deci A
masurabila). Definim integrala functiei f pe multimea 4 prin

ifdu - )[fodu .
(x4 este functia caracteristics a mulfimii A).

n
TEOREMA X. 12. Fie 5 = ¥ o), simpld mésurabild. 34 definim
: =1
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@AY= |sdn, VAde A

Atunci ¢ : 4 — [0,] este 0 misuri.

DEMONSTRATIE. @(&) = |sdp =0 evident. Fie A € 4. Se observa imediat ci

@

o, ‘

;{sdu =Y oudnA,).

- i-1

54 ludm un sir (E,), in Acu B, N E, = @ pentru k # p i s& punem E = UE, .
_ &

Avem

i=1 k=0

@E)=) onENAY =Y ai[i ﬁmiﬂEk)}=
i=1

= E E opla;NE,) = E o(E,),

k=0i=1

. deci ¢ este numsirabil aditiva.

COROLAR. Daci s,t sunt functii simple m#surabile,. atunci |

l—(s +1)dp =J£sdp +Itdu .

DEMONSTRATIE. Fie s = 2:1 OXa s t= E |3;XB $i By =A;n B, Este clar ca
. 1= Jj=1
X=0B; [(s+ndn=(0;+BnuE = [sdu+ [¢edn si aplicim teorema
Ey E, g, h :

- precedenti.

TEOREMAX 13. (teorema lui BEPPO LEVI, 1875 1961, de convergenti
\ monotona) Fie {f,), un sir crescitor de functii misurabile f. o X = [0,+e0],
fo £, . 1 pentru orice n. Fie f= hm 1 £, (punctual). Atunci

r}lf)nmff Rdn = ff dp .
X X

DE?\JONSTRATIE. S observim cd f: X > [0,00] este mdisurabild (corolar la
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~ teorema X. 7). Pe de altd parte, sirul (i:fndu)n eSte crescéitor gi fie
o= lim Ifndp ,loc € [0,e].
. n—> o
Din relatiile - f, <f, Vn e N, rezultd lfndllﬁ}[fdll Vne N de unde
inegalitatea o sifdu .
Pentru a dovedi §i inegalitatea inversd, si ludm O <c <1 51 s simpla
masurabild s £ £ S¥ notim :
E ={xeX flx)zcslx)l, n=12,..

Se observi cd En cE, ., Vn=12.. ¢ X= LlJEn . Avem

ifnduzaffnduZCJ'sdu, n=12..

Aplicind teorema X. 12,

n—xo

lim Jsdu=£sdp gi deci oczclsd}l , 0. <c < 1. Deducem btz)l‘sdu Vs<fs
simpld mé#surabild si folosind definifia integralei, o Zifdu. In definitiv

o= J[fdu- gl teorema este demonstrata.

OBSERVATIE. Forta teoremei consti in faptul cd s-a presupus ci f, —f
punctual (si nu uniform).

‘Teorema X. 14. Fie f,: X = [0,0], n e N, un sir de functii mésurzibile.' 5'_

Definjm flx) = Y fx),xe X, f: X — [0,0]. Atunci
[fon=% [fun sou [ fpan-¥ [f, du.

mésurabile, atunci .
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}[(fl +fy)du = )[fldu ‘ J{fgdu .

In adevér,uﬁe (conform teoremei X. 8) siruri de functii simple mésurabile (é )
(t,), crescdtoare astfel tncit Sy~ 1, 8, 7 fo- Atunci s + Lo fi+fhsi "

i(sn +t,)dp =£sndu +itnd]1 ,Vne N
Aplicind teorema X. 13, obtinem
J{(flL *fy)dp = }[fldu + )[fzdu :

Trecind la demonstratia propriu-zisi, sirul sumelor partiales, = fo+h+..+f I
este crescitor citre fgi , "

HA
)[sndm )> lfkdu

; C e !
gl se aplici incd o dati teorema X, 13.

TEOREMA X. 15. (lema lui L. P. J. FATOU, 1878 ~1929). Fie {£,), un sir de

funetii mésurabile £, : X — [0,e0]. Atunci

Xf (liminff,)dy < liminf P[f,,_ dp .

DEMONSTRATIE. Punem gnziiengk pentru fiecare n. Avem g, <f, ¥n si

8 n’ gi_l)nminffk (g, tinde crescitor). Folosind teorema de convergenti monoton,
f}iinm ig Rdp = )!(liminff ~Jdp silema lu;' Fatou rezulta.

Definitia X. 14. Definim

Lx(p) =if:X > €, fmasurabila si I |Fidit < +od)

_ §1 numim functiile din Li(u) integrabile (in sensul Lebesgue) be X.
DEMONSTRATIE. S# aritim mai intii ¢i dacd fj, fo:X — [0 sunt

EXEMPLU. Daci 1(X) < +e, orice functie misurabild §i mirginitd este
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Fie i : X — R. Definim &A™ = max {h,0} si k™ = —min {k,0}. Este eviden’f ¢ d_acé_l
h este mésurabild, atunci A" §i A” sunt misurabile. Avem A =h* - A7 i
(R| =A% + B~ (RYh™ 1 X — [0,09).

Definitia X. 15.Fief e L;[(u) JS=u+iv,u ='Ref, v = Imf. Definim infegrala
lui f pe X prin: J[fd]l = l:u“d].l - lu,"du + iivfdp. - i}[u“dp_ . Deci ifdu eC.Se
verificd usor ca lu “dn, )[u “dp, )J(-v *dp, ;[U “dp sunt numere reale (finite), 'din

conditia l |F| dp < +oo.

TEOREMA X, 16. (liniaritatea integralei). Daci fg e L)li-(p) si a,fe C

atunci of +Bg e L;;(u) si J[(Otf +Bgrdp = o ,[fdu + Blgd].l , deci L‘,l((u) este un

€ - spatiu vectorial si aplicatia f~ Ifdp este C - liniara.

- DEMONSTRATIE. Vom demonstra doar cazul o = B = 1 -si fg cu v_alori realg,
cazul general deducindu-se apol cu usurintd (vezi si Ee_orema_ )+( 11}. Fie
h=f+g. Avemh* -h"=f - f +g" —g saub™ +f +g° = +g"+h".
Deducem (teorema X. 14)

i’z*éu4£f"du+ig‘du=£f*du+}£g*du+ih‘du
si regrupind termenii,

ih*du—ihdn=£f*du—if'du+£g*du-£g‘du;
conform definitiei,

’J‘h dpi = ffdu + J.gdﬁ .
X b s

« « 1 .
OBSERVATIE. Se aratd ugor ci daci f e L v}, atunci

fleLim si |}£fdu| Sxﬂffdu.
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TEOREMA X. 17, (teorema lui Lebesgue de convergentd dominati), Fie
{f,), un sir de functii misurabile f, - X — Castfel incit si existe ge L}lf(u) cu

[MEIT g(x), Ve N,V xe Xgif, —» fpunctual. Atunci fe L}((p) si

limi Ifn dp = Ifdu-

DEMONSTRATIE. Functia £ este masurabild ca limitd de functii mésurabile gi
cum |f] <g, rezu;té ¢ fe Li.(u). Mai mult, din |f, -f| <2¢, Vne N,

sirului 2g — |f, - f| i se poate aplica lema Iui Fatou. Obtinem _
: izgdps Iiminfi(zg = |f,~FDdn =Izgdp - limsupllfn ldp.
Dar Ingu eR si deci -limsﬁpp fo-fldn=0, de unde rezulty

ﬁmJifn-fldu=0.Dér
n-— . \

. i)[(fn4ﬁdu|£llfn~flciu

de unde concluzia

lim [f,dp = '}[fdp = [(lim £,)dp .

R >

OBSERVATIE. Forta teoremei consti in faptul ca f, —» f punctual {si nu
uniform).

Vom da o aplicatie a acestei teoreme la continuitatea integralei Lebesgue cu

parametru:

- TEOREMA X. 18.Fie I R un interval nevidin Rgif: X x I - R astfel incit:
L. 1) functia x - fx,£) este masurabild, V¢ e I A
- H)existig: X o R ge Lxl(u) astfel incit |Ax,t)| <g(x), Vie I x e X;

1ii) aplicatia ¢ ~ flx,2) este continud, Vx ¢ X,
Atunci functia F : I — R definitd de

Fit) = ){ﬂx,t)dﬁ(x) -
f

. este continud pe J (am scris dpfx) pentru a accentua ci misura este pe X).

DEMONSTRATIE. F este corect definitd (conditia ii). ludm V a e T si(t)

in UL SiT
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inl, ¢, — a.Atunciflx,f,) — flx,a) pentru oricex € X (conform iii). Putem aplica
teorema de convergenti dominati gi rezulti ci

Fit,) = J[f(x,tn)dp% Iﬂx,a)du ~Fa).
De aici rezultd continuitatea lui F in a.
Definitia X. 16. O proprietate P despre punctele unui spatiu cu masura
(X, A1) are loc apreape peste tot (a.p.t.) daci existd A e A mA)=0siP

este adevirati pe X — A.

EXEMPLU. Dacd f,g: X — C sunt misurabile, rezulti ci f=g a.p.t. daca
pire X | fx)= g(x)) = 0. Relatia f = g a.p.t. este o relatie de echivalentd si

dacd fig e L;;(]J) i f =g ap.t., atunci lfdu = ,[gdﬁ .

OBSERVATIE. Fie f: X — [0,0] inésurabilé si }[fdp =0. Atunci f= 0 a.p.t. (In

adevir, daci A, =lee X | flx)> i} ,n=12,..., atunci rezulti
. n

—p(4,)< Af Fdns J:fdu

deci n(4,) = 0, iar ke X;Ax)>01=UA,).

4. 10 exercifii
1. Fie X o mulfime §i A c X. S se determine ¢ ~ algebra si topologia-generate dé A}

2. Fie A 0 ¢ — algebrd pe X si (A,), un gir in A. S4 se arate ci existél un gir (B ), in
A, B, mB =@, n # m astfel incit UB UA

3. Fie (X, 7} un spatiu topologic. Multimile care sunt reuniuni numirabile de inchisgi se
zic de tip F, iar multimile intersectii numirabile de deschisi se zic de tip Gy Si se

arate ci multimile de tip F; sau Gy sunt boreliene si ci un interval semideschis
la,b) c R este atit F; cit gi Ga

4. I'ie (X,4,p) un spajiu cu mésura. S3 se arate ci pentru orice gir (4,),1in A

£ 2. Se pune B, = A, B, =A, -4,u..UA

L3 [a,0) - 'gl fa,b

4. 10 exercitii 245

u(];‘An) s E ]-1(1“1,;) .

5. Fie (X;P(X),5,) cimpul de probabilitate cu g ¢ X si 8, mésura Dirac concentrats in
@. S4 se determine multimea LX(S ) gl pentru j" € LX(B ) s se calculeze [fdé}

6. Fie (N,[P(X) p) unde n este mésura de numérare. 84 se determme Lx(p) st pentru
fe LX(p) 84 se calcgleze ][fdu A

/

mn 2 0 pentru orice m,n. Folosind
otond, s3 se arate cd

E E in = E E Lan -

m-0n- n-0m=0

7. Fie (a,, ,),, . . x U §ir dublu (indexat oy N xN) e
exercitiul precedent 5i teorema de convergentd mon

8. Fie (X,4n) un spatiu cu misurs si f X = {0 ,o0] mésurabila, Sé se arate cd functia

9: A [0, @E)= E[fdp este o misurd pe A i pentrn orice g:X = {0,00]

masurablla ;!g de = J[gﬁip i

9.Sd se arate ci fe Ly(n) = Ifl e Ly(w) g fdep] ,Silfldll-

~

© 10, 54 se dea un exemplu in care-in lema lui Fatou sé avemn inegalitate stricta

' INDICATII $I RASPUNSURI-

3 1 O - algebra este {(J, A, X ~ A, X} jar topologia (@, A, X].

-t >0 ete.

-Yone-1 .
mn n n

Folosind exercitiul 2,UB,=UA, , nB)< ].1(A ), ¥ n, ete
3 £ ns > .
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5. Tste imediat de aratat ci L1(5,) = If: X — €} si Ifdaa =fla). Deci integrala in

raport cu méisura Dirac concentrati in punctul ¢ este "evaluarea” in a.
£ iti Itimea girurilor (a )}, in C astfel
) =N C; fin)] <ed sau in definitiv mu
6. Lyny={:N Zj |

incit E la, | <= (se noteazd de obicei L;(S) =l§, ). Se aratd ci fdp=¥ FiGI
" .
n - ‘
Pentru demonstratie se consideri cazul functiilor pozitive (deci reale giz{)
F 1 N = [0,%0). Se considers un sir de funcfii simple de forma

] m) m<n
salm) = 0 m>n

Se aratdcds, »f 351 se foloseste teorema de conve'rgelzl:z‘i monotonlé: Cazzl ig;x;ezizjg
reduce imedi;t la cazul functiilor pozitive despértind in parte reald, parte g
gi functiile cu valori reale & in k* - £~ ete.

7. Se foloseste exercitiul precedent si teorema de convergentd monotond {(desigur si .

demonstratii elementare, fird teoria misurii, pot fi date).

8. Pentru A =04, A” N4, =0, nzm, guf=Y %[ sl se integreazi termen cu

termen etc. Pentru lg do = Igfdp se porneste eu g functie caracteristica, se trece apol

ii i iti ergenti
la functii simple, apoi la func{ii mé#surabile pozitive cu teorema de convergen
monotoni ete.

9. f mésurabild = |f| misurabila cdci | | : R —.[0,2) este o funcfie continud etc.

16. Luim (N PX),1), n misura de numirare si A = {0}, p(A) = 1. Punem

n par 1 n par
PR P fiminff, -0, l£fudp= . ete.
" M-y, nimpar a-e

. . "complicate” cu mulfimi simple,

-S4 notim < pentru <

LECTIA A XI-A

MASURA LEBESGUE iN R, SPATII L?

INTRODUCERE

- Vom prezenta in aceasts lectie constructia masurii Lebesgue in R*, extinzind.

intuitiile noastre relativ la arii plane, volume in spafiu, lungimi, hipervolume,
ete. Totodats rezults, in mod natura » 0 teorie a integririi anumitor functii pe
anumite multimi din R*. Vom incheia cu o descriere succints a spatiilor L#,
-importante in Analizi, dar 8i ca prototip al unor spatii de functii interestndu-1
pe inginer (de exemplu L2[a’ 5 este spatiul semnalelor de energie finits
restrinse la intervalul de timp [a,b]) ’

1. Masura Lebesgue in R

. Din mai muite moduri de.constructie a miisurii Lebe
‘te pare mai intuitiv. Ideea de bazi este constructi
"aproximare": se porneste de la mulfimi "

sgue in ]Rk, am ales pe cel
a treptatd a mésurii prin
simple" §i se aproximeazj multimiie

< sau <. Un paralelipil;ied in R* este o multime de

). forma P = {x = (oysey) | @; < x; < byi=1..k a <b, @, b; € R}. In definitiv
. un paralelipiped este un produs cart
Inegalitiitile sint stricte paralelipipedul se zic
-deschisa in R*) jar daci toate inegalititile sunt
{evident este o multime compacti in R?). S

ezian de intervale mirginite. Daca toate
e deschis (el. este o multime
<, paralelipipedul este inchis

este un paralelipiped. Pentru cazurile % = 1,2den

umirea de paralelipiped pare
fortaty, dar se urmireste o terminologie unitars '
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S4 observam ci multimea vidi are misura 0 (zero) si aceeagi misurd o au -

multimile reduse la un punct. Pentru k2= 1 mésura este lungimea
intervalului, pentru % = 2 aria dreptunghiului iar pentru & = 3 volumul
paralelipipedului (pentru % = 1 paralelipipedele sunt intervale, pentru k=2
dreptunghiuri, etc.). ‘

OBSERVATIE. Se aratd cu ugurind ci dacd P=P; u .. u P, disjuncte doud
n

cite doud, atunci u(P) = Z n(P,). In ceea ce urmeazi, vom intilni de mai -

i=1
multe ori afirmatii ce par evidente intuitiv dar care necesitd demonstratie
(uneori laborioasd). In general nu vom intra in detalii dar este important si
util ca insusi cititorul s& incerce si "formalizeze" aceste intuitii "evidente".

Definifia XI. 2. Se numegte multime elementara in R* orice mul{ime care
este reuniune finit# de paralelipipede disjuncte doui cite dou#. Vom nota cu
& clasa multimilor elementare in B*. Deci A € &daci A=P,u..UP cu P,
paralelipipede astfel incit i # j si implice P; n P; = @.

Pentru o mulfime elémentari A, definim mésura ei ca

n - Co.
wA)=Y p(P),undeA=P,U.UP,
i=1
paralelipipedele fiind disjuncte doud cite dou#. Pentru ca definifia mésurii
multimilor elementaré si fie corectd, se aratd fird dificultate ed daci
A=P,u.UP, = P 1 Ve P’ - (doud descompuneri in paralelipipede disjuncte
doud cite doud), atunci . -

pa)=Y pP) =Y nPh.
i= J=1

1

OBSERVATIE. Orice paralelipiped este multime elementard i mésura sa-ca
paralelipiped coincide cu mésura sa ca multime elementara. in continuare s3
observim cii daci ABe & atunci A WB,A-B, AnB e &si pentru orice
A e &giorice £ > 0 existd F,G e & F inchisa gi G deschisi, astfel incit

FcAcGsin@-e<pA)sn(F) +¢

(ultima proprietate mai poarti numele de regularitate). Desigur orice
multime elementari este marginitd si in proprietatea de regularitate, F este
chiar compacts. In acest mod s-a efectuat o primi extensie: de la m3surarea
paralelipipedelor s-a trecut la mésurarea mul{imilor elementare, pe care le
putem gindi ca fiind "construite” din paralelipipede. Functiap : & — [0,0) are
proprietatea de finit aditivitate si de finit subaditivitate, adici:

w04)=3] py

i=1

dacd A,,.. A, € & sunt disjuncte doui cite dous si

1. Misura Lebesgue in R* 249

n(
J

" CS.

. m )
1.iii’j) SJZ:I u(B;) pentru orice By,...B, € &

Urmitorul pas in constructia misurii Lebesgue este mai putin intuitiv gi
inieamzlé constructia unei misuri exterioare pe R*. In general, se numeste
misuri e)iterioal‘:i pe o mulfime X orice functie pn": PX) = [0,0] cu
n (@) = 0,p(A) <p(B)daci A c B si 1" numérabil subaditivi (adic;:i

w(UA)SY wA,),
n= 1

pentru orice gir (A':)n de pirti ale lui X).

Definitia XI. 8. Pentru orice £ c R, definim p*(E) = mfzm: u(An)runde inf se
’ . w . . B 1
ia dupd toate girurile (A}, de multimi elementare deschise astfel fncit

i i " . o L .. )
ECLIJAu- Intuitiv se "aproximeazi" dinspre exterior multimile cu reuniuni

- numérabile de mulfimi elementare deschise. Este limpede ci in definitie se

" pot folesi doar paralelipipede deschise,

TEOREMA XI. 1. it este o mésurd exterioars pe R* gi n'} =1 .

_ DEMONSTRATIE. Este clar ci u*(E)e [0,00], V E c R* si cid - n' (@) =0. Se

_ob;er\{é. f:ﬁ E,cE, implicd n'(E,)<n"(E,). Pentru a arita numérabil
subaditivitatea, fie E —-EIJE,;. Daci existd n cu n' (£ ) = « nu este nimic de

,dgm?nstrat aga cii putem presupune uﬁ(E,;) <o, ¥V 1. Fie £ > 0, Pentru fiecare
3 n existd un gir (4,)), cu £, chnp . A,, elementare deschise si \

=]

) wa,, ) <u%E,) + Es,, (proprietatea marginii inferioare).
p= I, R

Atlmm (A,.)., este o familie numarabili de multimi elementare deschise
EcUA,, siavem
T alp
rEYY p@, )< Y w@)) re ;s
. nop . n=1 7

Cum £ > 0 este arbitrar, deducem
RES Y piEy.

- n=1

ntru a ardta ci p| #=1 ludm A € & V ¢ > 0, rezulti din proprietatea
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de regularitate ca existd G deschiss, G € & cu p(G) < p(4) + ¢, G D A, Deci
este evident ci pf(A) <mG) £ p{A) + &, de unde cum e era arbitrar,
1 (A) < p(A). Pentru a dovedi inegalitatea contrar# se considerd pentru e > 0

si AcUA,, A, deschisi elementari astfel incit Y n(4,)<p'(A)+e. Din
1

regularitate gisim un compact elementar F cu n(F) = p(4) - ¢, FcA.CumPF
este compact; Fc A; U ... v Ay cu N convenabil gi deci .

N
RAYSHB) +e< Yy, mA ) +e<p™(A) + 2.

n=1

Deoarece £ > 0 este arbitrar, rezulti i p(A) < u(A).

Al treilea pas in constructie este de a pune in evidentd o ¢ - algebra "cit mai
mare" pe care p° si fie o mésurd (deci numirabil aditivd). Acest lucru se
poate face prin urmitorul procedeu de "aproximatie™

Pentru A,B « R, notiim A A B = (A - B) U (B - A), diferenta simetrici a
multimilor A i B si scriem A, — A dacd p*(4,AA) — 0 pentru (4,), sir de

! n—se

parti in R®. Se defineste
My =AcR |IA),A,c EVnsid, > A

Mp') = {E < Rk l E:ng;_En’ En € g‘/l}(p)}

Rezultatul fundamental este:

s\

TEOREMA XI. 2. Mn) este o ¢ — algebri pe R* si p*le este o misuri
(nimiti misura Lebesgue pe R®).

DEMONSTRATIE. Se arati ci daci A, - A, B, » B atunci 4, U Bn - AUB,
A,NB,5>ANB,A,~B,—>A-B (exercifiul 1). Deci A,B € M{n) implici
AUBANnBA-Bin Mp) {cHci clasa mulfimilor elementare & este inchisd
la reuniuni finite, intersectii finite gi diferente de multimi). Mai mult, daci
A e M{n) atunci WHA) < o, In adevir, [p'(4,) - n(A)] < n'(4, A A) (exercifiul
2) de unde 1'(A4,) — p'(A) si deci p*(A) < = daca u'(4, A A) - 0. 54 observim
cd dacd A B, € &avem

1HA) = 1*(B) = p(AUB) + n*(ANB) ,
cici 1 este finit aditivda pe & st A,UB =A V(B -A) 1
B,=A,nB)YuB, -A,) .
Luind A, — A si B, — B, obfinem

. n*(A) + n*(B) = n*(AUB) + p*(ANB),

_In adevir, o implicatie este banaly, iar daci A = UA, p*(4) < ca mai sus, se
1 -

pentru orice A,B e M{n); in particular dacd AnB =0, cum (@) =0,

1. Ma Lebe 3 -
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deducem c3 y1° este finit aditivi pe M{).

FieA e M), A= Llen cuA, e 91/4(]1). Putem presupune A, disjuncte dou cite

- doud (cdci ﬂ'l/i;(u) este "Inchis" la reuniuni finite gi diferenf,:e).‘

_ ASAULUA, = prA)zu'(4,U. UA) =n"A4) + .. FIMA,)
deci, in definitiv, n*(4) = f: n4,).
ne=1

‘Dar din subaditivitate avem gi
A Y p(A,) deci p'A)= ¥ pUa,)
' n=1 n=1

daci A € Min) sl A, e 91/4(11), Vn, disjuncte doui cite dou.
Se poate arita ci A e .M;(u) daci i numai daci A € M) si n'(4) < = (ceea

- ce justificd notatia HM); cu indicele £ de la finit).

“

- poate aréita ugor cinotind B, =A, U ... UA,, B, € M{n) 5i B, ~ A, de unde

cam ﬁeqare B, este "limita" unui gir de multimi elementare, deducem ci A
este limita unui sir de multimi elementare gi deci A € ﬂl/l}(p).

~ Fie acum A=L11An, A, & Mp), disjuncte doud cite dousi. Sunt doux

l_.ppsibilitépi: sau existd ne N cu ]f(An) = 4o0, caz in care in mod evident
n{Aa)= Z p*(An) , 8au pentru orice n ¢ N, u*(An) < +o0, caz In care egalitatea

A = Y} w*(4,) afost demonstratd mai sus.

n=1

~; in definitiv, p" este numérabil aditiva pe Mp).

: Verificarea faptului cd Mp) este o o - algebrd nu prezintd nici o dificultate.
1 adeviir, ¥ € M), iar R* este reuniune numirabili de paralelipipede
eschise. Este clar din definifia Iui Mp) c& reuniuni numéirabile de multimi

in Mp) se aftd in My). Daca A € My) seriem AzﬁAn cu An' e M;{u) si
1
. k _ - - e A -
criem R* = LIJP¢ , cu Pfl paralelipipede, R -4 =L1J(Pn -A) 5iP, - A € Mp) ete.

om pune in evident{d proprietitile fundamentale ale misurii Lebesgue mai
1S construite, proprietéti deseori utilizate in aplicatii. Nu vom insista asupra
¢monstratiilor aménuntite ale acestor rezultate. Vom nota n'l g Prin p
ar multimile din #(p) vor fi numite multimi mésurabile Lebes&l&. ’
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1. Daci A este o multime deschisi in R®, atunci A e Mp). In adevir,
multimile deschise sunt reuniuni numérabile de paralelipipede deschise.
Rezults ci Mp) fiind o o - algebri, ea contine toate multimile boreliene ale
lui R* (cea mai mici © - algebra generati de deschigii Iui R®). In particular,
multimile inchise sunt misurabile Lebesgue. Mai mult, pentru orice mulfime
compacti K ¢ B, p(K) < +eo.

2. Daci A e M), atunci Ve > 0 existd o multime inchisi F si o mul{ime
deschisi G, F c Ac G astfel incit (G - A) < ¢, p(A - F) < ¢ (regularitate).
In adevir, pentru G folosim definifia misurii (exterioare) si pentru F prin
trecere la complementari. Mai mult avem:

3. Pentru orice A ¢ Mp), p(4) = infln(G) | GoA, G deschisa} si
G ,
) =sup{p(K) | Kc A, Kmultime compactil.
- :

Pentru ultima proprietate observim ci RE = UK, cu Kn compacte.
n

Deci pentru orice multime inchisd F, avem F=UK,NF) si K,1F sunt
. n

compacte. Sirul F, = (K, U..0K )N F este un gir crescitor de mulfimi

compacte si F=UF, . Din proprietitile generale ale méasurii (lectia a X — a),

n

deducem lim n(#,) = u(F) . Deci mésura multimilor inchise se poate aproxima
n~ 00

‘cu misura multimilor compacte continute.

Folosind proprietatea 2
{aproximarea cu multimi incluse), deducem ) .

nd) = sup mE) KA K \mulizime compacti}.

4. Daci E c A, A e Mip)sin(A) = 0 atunci £ ¢ Mn) sin(E) = 0 (se mai spune
c# misura Lebesgue este completd). L

Este suficient si aritim ci daci E c B* si p*(£) = 0 atunci E € Mp).
Pentru aceasta, fie (4.}, un gir de mulfimi elementare astfel incit seria

3 n(A) si conveargs. Avem
n{A,AE)Y=p" (A, - EYU(E -A s 4,) + n'(E) =p*(4,)
deci n(A, A E) — 0, daci E € Mp).

are proprietatea de a fi invarianti la translatii, in sensul ci daci A e Mp)
gix e RE atunci A + x € M) sipA) = gA + x).

_'fn cazul particular . =1 i X =labl, avem doug

. TEOREMA XL 3, Dacé £ este inte

" Lebesgue

_: DEMONSTRATIE. Fie deci feRyysily,
-_Iaﬁgeaza v, pentru orice &, normele tinzind la 0. Dacj v, este
- @ =% <x; <..<=x, =b, se definesc functiile S, sl s, astfel: z

5. Pentru A c R* si x ¢ R* definim A + x ={a +x | ¢ € A}. M#sura Lebesgue -

1. Mésura Lebe. in ®
sgue in 252

Demopstrat;ia incepe cu A paralelipiped (unde proprietatea este clara) si apoi -
se extinde la mulfimile generale din Mp).

Comentariu. Multimile utilizate curent din R*
destul de dificil de a da un exem
trimitem la exercitiul 3.

sunt mésurabile Lebesgue si este
plu de multime nemisurabili. Pentry aceasta.

Vom numi integrala in raport cu mésura Lebesgue, integrala Lebesgue.

. S&4 observim cd pentru orice X cR* cu proprietatea X'e Mu) putem

considera ¢ — algebra pe X notats My(p), formats din multimile 4 € Mp) cu
AC.X'. In mod evi"d_ent,‘ (X, M), axpy) €ste un spatiu' cu misurd. in
particular, pentru orice multime compacti X R (X, M), 12| pgy) €St un
spatiu cu misuri finita. In particular, orice functie misurabila §ipmiirg'inité
.pe un compact X c R* este int 14 iin LYt 4

y R este in egrabild (deci in .LY) in raport cu ‘méisura
Lebesgue. In consecintd, orice funcfie continui pe un compact din R* este
integrahili.

. .. mtegrale" — int
Riemann gi integrala Lebesgue. Are loc &t integrala

: M. grabild Riemann pe [a, 8], atunéi este
integrabild Lebesgue pe la,b] st integralele coineid. d

) . b‘
. Dac notdm, integrala Riemann, pentru moment, cu Rffdx iar integrala

@

b
f fdn cu -affdx, avem de aritat ci fe Ry, 5 implici fe L[i; )

[e,b]

‘

4 o
iR [fax - [fax.

'

-

), un gir de diviziuni astfel incit Visq

S, Aa), x=q A
kx = . ; M- =
' My xely_,x) i=1,..,n . [xfjig‘_]ﬂx)
51x) fla), x=a )
R\ = , ;omy= i

m;, xe(g_q,x] t=1,..,n g [x(.l_I},fxi;ﬂx) :




254 XI. Mésura Lebesgue in R, Spatii I¥ 1. Mdsura Lebesgue in R
255
A \ , A Comentariu. Se poate arita ci dacd o functie 7 [a,b) - R este local integrabils (in
in mod clar, S(v,,f) = fSkdx , 8(v;.,1 = |spdx (notatiile de la lectia a VIII-a) . . ‘ y
) ) sens Riemann) gi integrala (Riemann) improprie f fdx este absolut coﬂvergenté atunci

a

1ndra;:!ort cu mﬁs.ura Leb‘f.:sgue. O oarecare neconcordanti in acest tip de
aduc integralele improprii care nu sunt absolut convergente (exernplu tipic;

si Si(x) 28z ... 2flx) 2 ..285(x) 25,(x), x € [a,b]. B4 no_té_mS(x) = klijglmsk(x) fe L'I[u‘,,),
rezultate o

oo

b
i s(x) = lim s;{x) pentrux ¢ [g,b]. Dinfaptulcdfe R_;,, Stvi,/) — Rffdx , sint T e . )
s Jlim s, fa,b] k) ") {[ ; dt). Din definitia Integralei Lebesgue rezults e integrabilitatea Lebesgue este

o "absolut" integrabilitate gi deci funci:ia ft)= sint

: b
| —— pe {0, i il
sV, = ijdx.Aplicind teorema de convergentd dominanti (lectia a X-a) g o T e
i F) ; Lebesgue,
, . b b Pentru "calculul” integralelor Lebes e i iri i Leibni
| ntr gue In spiritul formulei Leibniz — Ne
| j' S, dx — dex si fskdx—> sdx existd rezultate deosebit de frumoase dar a ciror demonstratie depéget(;;z
a a a a ‘ : cadrul acestei cirti. Ne vom limita 1a a enunta doud rezultate in acest segns

deci In definitiv e . b
- (fard dgmonstratle). Pentru a preciza notagia vom folosi ff df pentru integrala
a

b b b
J‘ Sdx = J' sdx =R f fdx . ] - Lebesgue pe [a,b)] (dt fiind notatia pentru misura dn).

Deducem S = s a.p.t. i cum s(x) € flx) £ S(x) pentru orice x ¢ [q,b], rezulty | TEOREMA XI. 4. Dacj f este integrabili Lebesgue pe [a,b] c R, atunci
s=f=5 ap.t. S g s fiind misurabile, deducem ci f este masurabili si ] . o
} e bf - } . .bf . " funct1a Fx) = affdt este derivabili _aproape pest‘e tot pe {a,b] si F/(x) = fx)
‘ a . a a a - aproape peste tot.
ceea ce termind demonstratia. = ' ; '
b O functie £: [a,6] — R se zice absolut contimui pe la,b] dacd pentru orice

Pentru a vedea c4 integrala Lebesgue este efectiv mai generald decit integrala f . >0 existd &> 0 astfel incit pentru orice mulfime de int e
. ] Intervale disjuncte

Riemann s# considerdm urmitorul exemplu.
+ G

i = 2. 1 - i
- f_i_oua cite doudl (a,b,), k=1,..n satisficind conditia E (by-a;)<8, si
' ‘ E=1- ) ’

0, x irational

EXEMPLUL 1. S4 considerim pe [a,b], a < b funcfia' flx) =

1, x rational

. n ’
rezult - i
zulte ng (/b -FAa)| <e. Un exemplu important de functie absolut

Este clar c¢d f este misurabild pe [e,b] (este functia caracteristicd a unei
multimi numérabile deci mésurabile Lebesgue). Mésura intervalului [e, 5] este
finitd (b - a) si f mésurabild gi méirginiti. Deci fe Ll[a,b](p) (este dec
integrabild Lebesgue!). Mai mult, cum mé&sura unei multimi numérabile este

x

continud il constituie funcfia Fix) = f fd¢ pentru f integrabils Lebésgue pe

o

!

b :
, deducem =0 (integrala Lebesgue). Se stie insi cé £ nu este integrabild
0, ded fdx =0 (integrala Lebesgue). Se stie insi ca fnu este integrabil
4 :

OREMA XI. 5. Dact G : [0,b] - R este absolut continud, atunci G este

Riemann (fiind discontinui in orice punct). ~§n‘i’abﬂé apt, ¢ = & este integrabilﬁ Lebesgue pe [a,b] s ‘

R AL e i e S L
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b
[gdt =) - Gty

OBSﬁRVATIE Desi g este definitd a.p.t., sensul integrabiliiiétii‘ sale este
urmitorul: se prelungeste g la {a,b] cu valoaree;l 0 in punctele In care nu este
definita gi functia astfel obtinuta este integrabilda Lebesgue etc.

2. Teorema lui Fubini. Schimbarea de variabila
Fie (R*, M) u),,(]ﬁp,ﬂvf(l),k), (R**? M), V), spatiile B* (respectiv R®, R**?) cu

. * * Y - R
ite 1 ent si A, v misurile
mésurile Lebesgue construite in 'paragtm'afu} preced tusaluR,k : ,RP e
exterioare corespunzétoare. Vom identifica in med natur

- .o - k .A. . .."
Sa definim {(u* x A*}E) =infy_ n*(4,)A*(B,) pentru E < R**” si inf este luat
. i N

§ Vi incit EcUA, xB;.
dupé toate girurile (4));, (B);, A, c R, B, c R V i, astfel incit £ c JA; x B,

) : N - ' L& e
TEOREMA XI. 6. 1) p* x A" este 0 masurid exterioari peR*Pgin xA =v

. - koo ompy :_
. " 1 " ma exterioare pe R* gi B}, . P
" (mésura exterioara pe Rk+p este 'Pr()dus'ul mésurilor p _ Rk+p cuXxYc RE+P

2) Dacd A € Mn), B e ML) atunci A x B € Mv) 5i (4 x B) = p(AMB).

i & f+p

Mai general teorema functioneazi gi pentru X c R*, Y c B, X 'xXY cle; &:m: ‘
masurile Lebesgue incluse corespunzéitoare. Vom nota pentru f: X x si B
xe X £, Y >'C, datd de £.(y) = flx,y).

TEOREMA XI. 7. (G. FUBINI, 1870-1943). a) Fie f: BP** — [0,00) maisurabili.

»* RE-#

r 7

Desigur avem un rezultat analog schimbind RB® cu B®.

b) Fie f : R*? - C mésurabild si ¢*(x) = Ji fiedA . Daci .f(p* dn< =, atunci
R R

f

este integrabild Lebesgue pe R**?. : :

¢} Daci f este integrabila Lebesgue pe RF*P, atunci f. este inj:egrabﬂa :

B, o) = finith
Lebesgue pe B” pentru aproape toate punctele x € ]R , @lx) ffxd?\, de

‘ o
PR o .
aproape peste tot este integrabild Lebesgue pe R” si avem

 integralelor simple (pe R).

. EXEMPLUL 2. Fie l0,b], [o.d

b X 5 ? (mésura B continud, Atunei £ este i tegrabili Lebe i
Pentru aproape, toate punctele x € R, £, este misurabild pe R? ( 2 s um:ltf e tegrablld Lebesgue s

3 15 k : - Y . Lv' o
Lebesgue). Functia ¢(x) = J.fxdl este masurabild pe R”® si f pdp j fdv. §

sau

e paonane = [ e yavi,.

RCR REp
Desiguf avem un rezultat énalog schimbind R*
Pentru simplitate, vom nota dp=dx, di =d
formula de la punctul ¢) astfol: :

E Y

cu B (x cu y).
» dv =dxdy. Putem rescrie

JRes e [ ey - j[ fﬂmedy

R p RE-P R R

Prima gi a treia integrald se numese integrale iterate,

Nu vom demonstra teorema XI. 7 Sa

remarcidm ci punctul b) servegte la a
arita cd o functie misurabils pe RP*

este integrabild cu ajutorul caleulului

mod se reduce in prineipiu, caleulul in

Desigur se pot inlocui in teorema R* (R®) cu X — gt (¥ < R") misurabile si

i rezults cj integralele multiple revin la succesiuni de

integrale simple (pe intervale sau alte submultimi ale Iui R).

84 apliciam teorema lui Fubini la citeva cazuri simple care intervin des in
aplicatii, 4

] intervale compacte in R si £: [a,5] x [¢,d] — ¢

—_

H-J\Afﬂx,y)dxdy = 'bf( jﬂx,y)dy)dx = j( }ﬂx,y) dx)dy
labl xfe,d} ¢ c ¢ a !

in R? se foloseste notatia ff sl integralele se numesc

mai general K = {(x,y) e R%xe le,8], @,(x) 5 v < Pl cu @y, : [a,8] — R
tinue, ¢, < @y 511K — C continui. Atunei [ este integrabily pe K si
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b @oix)
ffﬂx,y)dxdy = f( fﬂx y)dy)dx .
K . a @,(x)

In adevir X este o multime compacti (Fig. XI. 1).

~

d

v

Fig, XI. 1.

Fie [g,b] x [c,d] o K; prelungim functia fla [e,b6] x {c,d] cu 0 in afara lui K si

aplieim teorema Fubini functiei prelungite. In particular, daca ludm f= 1 pe.

K, obtinem c& mésura multimii K (*aria" in plan) va fi

[
aria(k) = j (0o(x) ~ @ Ndx,

- o e e
formulad cunoscuté din liceu. . -

EXEMPLUL 3. Fie K = {(x,5,2) € B3 (x,y) € 4; ¢,(x,) < z € 0,(x,3)} unde A c R

este o mulfime compactd, ¢;,p, : A —» Rsunt continuesig, <@, Fief: K> C
o functie continud, Avem:

' p Axy)
fffﬂx*y’z)dxdydzzfﬁwfﬂx,y,z)dz)dxdy
X . A gfxy)

(pentru integrala in R® se foloseste notatia fff si integralele se numesc

"“triple"). '
Demonstratia se face luind K < A x [g,b] gi aplicind teorema Fubini.
Ca un caz particular misura multimii X ("volum" in spatiu) va fi

vol(E) = [ [(030x,3) - @1 7)) dedly
A

'

Vom incheia acest paragraf cu teorema de schimbare de variabild, teoremé
foarte utild atit teoretic cit g in calculul efectiv al integralelor. )

#

TEOREMA XI. 8. Fie A ¢ R" 0 mulfime deschisd (nevidid), & : A -» R” de

clasa C, dnjectivd gi cu jacobianul o) # 0 pentru orice ¢ € A. Atunc

3. Spatii L?P
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D(A) = B este deschisi in
Lebesgue), atunci
i} fod : A - C este misurabily;
i} fe LYy o (fod)|d,| € L,;
i) Dacid fe LlB, atuneci '

[Aerdz = I AIE
. B A

n : W
R* si daci f: B - € este misurabils (m&sura

(d¢, dx fiind misura Lebesgue in R™).

Formula iii) este formula de schimbare de variabilj. in

shimbarea de varfhbils @ este scris# x = (). in 1 .
AP i dx cu |J)|dz. - (#), in integrali v

mod formal, daci
om Inlocui fx) cu

OBSERVATIE. Teorema se aplicd cu modificiri evident

maésurabile M c A si &(M) c B. € pentru multimi

.- Demonstratia teoremei este laborioasd si o vom omite

:J];JX_EEI;LUL 4. 1'7‘1'3 A={r0)ecR:r> 0, m<8<n si D(r,0) = (rcosd rsing)
=R" - {(x,0); x < 0}. Deducem pentru f:R® - Cintegrabily pe R®’ ’ ’

fjf(x,y)dxdy =Jfﬂx,y)dxdy =ffﬂrcose,rsin9)rdrd9
) . A

R?

{(coordonate polare). -

. \
3.-Spatii L

Doud numere reale pozitive p,
1,1

—+ = =1 (deei p,
P2 i

I exponenti conjugati.

¢ formeazi o pereche de exponenti conjugati

b dacs i i !
: g > 1). Prin conventie se considers 1,5 ca pereche de

;_Z- Inegalitatea Iui Hélder. Fie 1 < P <o

. alita » ¢ conjugatul lui p si (X, i
| -1 masurd. Pentru orice f,g : X — [0,e] R v spatin

méisurabile avem .

- , }{i”géus[ifpdu]; uquuf . ’

.'iifn cazul p = i i u l
P =g = 2 inegalitatea (%) se numeste inegalitate i
Pentru demonstratie trimitem la exercitiul 5 # : h{l Sehwartz.

)
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o {ﬁﬁg}"du}% S(ff”du; +[fg"’du}1}-
X X S

- Pentru demonstratie trimitem la exercifiul 5.

XI. Mésura Lebesgue in E', spatii L

Definitia XI. 4. Fie 1<p < sl (X,4p) un spatiu cu misurd. Definim

multimea Li(p) prin
Lim) ={f: X > C| mésurabila, J‘lfl"dp< +eo},
% .

Se observi ci pentru p = 1 regisim multimea functiilor integrabile pe X.
Pentru f e Li(p) notdm

1

i1, =| [ifran .
x

84 remarcdm ci [ff, =0 inseamna f=0 apt. Vom considera in LG

relaﬁia de echivalentd f ~ g dacd f = g a.p.t. si vom nota tot Lg(n) mulfimea

claselor de echivalentd (in general nu este pericol de confuzie, se lucreazé cu
reprezentanti dar este ugor de aratat ca rezultatele depind doar de clasele de

echivalentd).
[}

TEOREMA XL 9. Cu operatiile naturale, L{(n) este un spatiu veetorial, iar
| I, este o norm& pe Lip).
DEMONSTRATIE. Totul rezulti din inegalitatea lui Minkowski. S& remarcim

ci trecerea la clase de echivalentd a fost necesardi pentru a cobline
Ifl,=0= f =0, ceea ce sq intimpla la nivel de clase. :

TEOREMA XL 10. L}(p) este un spatiu Banach.

DEMONSTRATIE. Fie (f,), un gir Cauchy in L&) . Se poate giisi un subsir(f,);
astfel incit

1,
nfni‘l _‘f”illp <_2_L_J o= 1,2’_'_

3. Spagii LP
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Notam
3 oa
gk:,X:I If”i.:_fnsl 1 8% 2 |fn¢» l_fn-l
i= i=1 * !
dar '

p . '
EAED SN TR PRI
=l T2 ok

| Deducem, folosind teoréma lui Fatou, ci
*. [liminfgf dp < liminf [gfans1.
. ¥ R—s oo ¥ '

k—pa

¢

p= : P . ) - . .
Dar & glflmgk deci igpd}l—gl Rezulta g(x) < oo aproape pentru toate

punctele x € X deci seria
fn1 +.E. (fni,; _'fni)'- -
is1 : :

converge absolut a.p.t. Notdm fx) suma acestei serii penfru care converge si

3 0 in rest; f este mésurabiléi. Avem flx) =limf, a.p.t. Vom arita ci L f e Li
' sif, - fin L. | "

:. - . ! - ] ‘ 'r
. Fie 'e > 0. Existd N, astfel incit If, - melp < ¢! daci n;m > N,. Fixind

m > N_, obtinem din lema lui Fatou

ﬁf‘—fm |Pdusliminfﬁf,,. “fm|dp§8p
X ) Cx

deci f—f, e LE{) decife Lg(u) siin plus |f-£, I "7 0 ; teorema este

. - demonstrata.

Olés.ERVAT.IE. Teorema de mai sus este deosebit de importanti aritind
I_.Itlhtateg m.tegralei Lebesgue. Spatiile de tip L? ce pot fi definite cu ajuto}x.fwl.ﬂ
ll?t}?gralel R1en}21'nn nu sunt complete. In fapt completatele lor sunt I? de tip
. Le e‘ggue..])ecl integrala Lebesgue furnizeazi completate concrete tru -
Spatii de tip L” de functii continue de exemplu. P

patiul Lyn). Fief : X — [0,00] masurabila sifie S = { € B: plg™No,e0]) = 0}

Daci S =@ punem esssu A
pPg=-+ce. Daci S#@ punem esss =1
858up g este marginea superioar "esentiald" a ui £ it i
s es ] uig. Notdm, :
Mésurabild, Jf],, = esssup [f] si fie s : pentrafi ¥ =€
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Ly =1{f: X - C f masurabild, |fl,, < +eo}.
Se introduce pe Ly(n) relatia de echivalents f ~ g dacd f = g a.p.t. sl se arata

imediat c¢& Ly(n) este un spatiu Banach pentru | |[.. (spatiul claselor etc.).

" Vom incheia acest paragraf cu urmétoarea importanti

TEOREMA IX. 11.(N. LUZIN, 1883-1950). Fie Cmultimea functiﬂbr continue

pe BE. Atunci Cn Lik(p) este densd in L;k(ll) (n = misura Lebesgue), (in

sensul ci oricefin L;k(p)' este limita unui gir din C Ll:k(u) ).

DEMONSTRATIE. S3 observim ci multimea S a functiilor mésurabile (clase de)

care iau un numér finit de valori gi suht integrabile este densi inLlll;.(p)

(daci f= L;k(u), fz0se considerﬁ‘ 0<s, - f, s, simple si se aplicd teorem

de convergentd dominant#; cazul f oarecare se reduce la cazul f = 0).
Este deci suficient si ardtdm deci ci orice funciie ce ia un numér finit de

valori ¢i este in L;,‘(p) se poate aproxima (in L;,,(u)) cu functii continue (din
Lék(p) ). Cum functiile ce iau un numadr finit de valori lsunt combinatii liniare
de functii caracteristice, este suficient si consideram X;, cu M méisurabild si
Rk

(M) < oo {cHel Xy € Lt (n)). Fie ¥V £ > 0. Din proprietatile de regularitate a
M 1

maisurii Lebesgue, gisim o mulfime inchisd F < M si o multime deschisi
M < @G, astfel incit p{G) — n(F) < . 5a deﬁnim functia o, : R >R, prin
k.
9= R -G
d(x,R® - G) + d(x, F)
unde pentru orice mulfime A ¢ R,

d(x,A) = inf d(x,y),
veA

xeR?,

d(x,y) fiind distanta euclidiani. ¢, este o functie continud nuld pentru
x e R* — G si egald cu 1 pe F. Se observi imediat ci ¢, este integrabild
Lebesgue pe R*. In plus, |y, — ¢,| <1 pe G ~ F si x5 = ¢, in rest. Deci in
definitiv, . : .

4. 10 exercifii 2
63 I

-0, ldn<e
Rfr

deci I3, — ¢,l; < ¢. Teorema este demonstrats.

OBSERVATIE. Teorema se extinde cu usuringi la Llfk(p) v 1< p < oo,

4.10 exercitu

1. Daci (4,),, (B,), sunt siruri de p#rti in R* i di
» \b, partl in R* atunci din A x
A,LUBH—*)AUB,AZ”HB”—%AGB_ n_‘.}A, B, - B rezultsy

2. Daci A,B € R* §i p'(B) < =, atunci |p"(4) 1'B)| < u'(4 A B). "

3. Pe intervalul (0,1) se introduce relatia de echivalents x ~ v deci x — y e @Qsifie

E < (0,1) o mulime ce contine cite un element din fiecare clasa de echivalents. Sx se :
arate cd £ nu este m#surabila Lebesgue. . |

. | 4, S‘é se calculeze J‘Jj

r+y+z=1. J

dxdydz
(l+x+y+2)3

unde L este mérginit de x = 0, y=0, z=0,

5. 53 se demonstreze inegalititile Holder si Minkowslki.

£ 6. B4 se determine aria compactului plan mir,

ginit de curbele xy = p, xy = =
¢ y=bx;abpg>0,a<h p< q. HER Gy =

« : . ‘ 2
7. 84 se afle volumul compactului K ¢ R? mirginit de _x_z + _y_i. =1,2=0,2z=xy, cu

) a* b
xy = 0.

8. Pornind de la integrala J = ffe‘“z*yz)dxdy s se calculeze J = fe .
00
i)

9. 82 se calculeze volumul compactului L < R® mirginit de "suﬁrafa}:a"

2. .2
(" +y +22)2=a3z,a>0,x,y20,

10. 1) S se calculeze volumul mérginit de
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8 < (-1,2). Dar ME+r=a pent-ru orice r (invarian

ta la translatie). Rezultd ¢ = 0
ceea ce este In evidentd contradictie cu 0,cs: :

Tkt by + ez = xhy

. 4. Conform teoremei Fubini (=0, 0x3)=1-x-yin exemplul 3 pag. 258)
g% + bay + cgz = xhy _ ‘ |
ag + by + e = why - ' Yi-a1-x-y & 1 1-z L-x-y o
| o o N o oy
i ool o (Qrxeyex) b9 p Q+x+y+2)3 .
' Lo ' (integralele se calculeazi de la dreapta spre stinga). Se obfine _
= b * 0 3 h ) h 3 h > 0- ‘ . B
e ne I=i(1n2-i).
3 b3 ¢y 2| 8
. o
drginit de ' "
2) 84 se calculeze I= ‘Uﬁ/xz +v2 dedydz, unde K este compactul mérgini ‘ A |
. Fe

x2+y2=ax,zz=x2+_‘y2,220sa>0-

INDICATII SI RASPUNSURI

" 1. Se aratd ci
(A; LAY A (B UBy) c (4, AB) U (4, ABy), : \ Fig. XI. 2.
(A, "A)A(B, "B, c(A; AB)U (4, ABy), . .
(A~ A A B, - B) c 4y AB) U Az 8 By, ' 5. S4 fotam :
pentru orice A, Ay, By, B, < RE. Se deduce cd ' . 1 . :
WA, U Ay A (By LB S WA AB) + 04, ABy), 3 A= (,[f”du}’ B~ L[g Qdu} .
1A, A Az) A (B "B S uA, 8B) + 0 (A, A By, :

: KA, — A A (B, - B S WA, A B + 1’4, A B,) Inegalitatea lui Holder rezults imediat daci A = 0 (céci frezultd 0 ap.t.) Analog cazul
n 1~ A 1~ 1 1 ’ 3

B=0. Cazul A>0, Bz rezultd imediat (5i evident analog cazul' A = o, B = 0),
Ramine de demonstrat doar cazul 0 < A < 0, § < B < =. Se noteazs

=L @-Z geg J{Fl’dp:[G”dp-:l.
yy B .

# Daca pentru x € X avem 0 < Fx) < oo, 0 <
Z't_. Flx) = &P G(x) = e'’1_ Din convexitatqa fun

Avem in definitiv

w4, VB AA LB <4, AA) + i (B, AB) ete.

2. 54 presupunem de exemplu c¢i 0 £ ].1*(._8) < n{A). Avem

Glx) < o, existd numere reale s 5i ¢ cu
KAAB <P (AAB) + 1 (BAD ctiei exponentiale (graficul functiei intre
de unde : dous pﬁncte este "sub" segmentul de dreaptd ce uneste punctele) si dini +_1_ =1
u * * ’ . .
e P < n'A AB) + u'(B) : . ) P g

. ‘ deducem
si deci

pA) - p'BY<PAAB).

p+tly o 1 1.
efPrilg a4 Lo,

' ' | P g
3. Sa \presupunem ci E ar fi misurabila si pE)=a. Se verificd ugor ¢d

©,DcUE +7) ¢ind re @ (-1,1) si dach r#s atunci B+ N (E+s)=0. Vom |
¥ * 4

F@) G < LFay + LG
b q

- il aditivitate) gi n(S) < = cid are integratd pe X d id la inegalitatea lui Hélder.
avea pentru S =L,J(E +7), wl)= 2 plE +r) (numéra_\bll aditivitate) si n , egrata pe uce rapid la mnegalitatea lui Hilder
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Pentru inegalitatea Iui Minkowski se scrie

(F+gP=fif+g¥ 1 +gf+gr-1..
Se aplicd inegalitatea lui Hélder produselor din membrul drept si se foloseste
convexitatea functiei t°, £ & (0,).

6. Avem de calculat J‘J‘dx dy unde K este compactul hagurat. Se poate schimbarea de
X .

variabild xy =, y = vx, u € Ip,ql, v € [g,bl.

-~

Fig. XI. 8.

Se calculeazé jacobianul transformérii x = x(u,v), ¥ = ¥(i,v) deduse din schimbarea de

variabila 51 se objine J = 21 Se obtine deci
v

aria K= ifdxdy = jjdléfu = %(q -p)in_(l:_.

!

7. Conform formulei stabilite pentru calculul volumelor (exemplul 3 pag. 258) vom avea

vol K= J- xydxdy .

51
¢

I'Z

! el b

X,y

x = arcost, y = brsint si gisim

™
17 - 1

" volK = fjazbzrasintcostdt =a?b?|ridr-
0% 0

252
sintcostds = & 5 .,

okﬁ:cin

8. Folosind teorema lui Fubini (pe [0,50)} x [0,e0)) deducem ci e~®**>" este integrabild
Lebesgue pe [0,e0} x [0,). In adevir

-

oo oo oo v oa

Je.‘xz'yzdy dx=fe“x2dx-fe“3"zdy= je"zdx
oi0 o 0 - i

* ecuatia "suprafetei” in coordonate sferice r= a\/cose Jacobianul scl'umbém de

4. 10 exercigii 267

si se gtle ci f -4y este finitd. in plus 7 = J% Pentru caleylul] integralei I se trece in

coordonate polare x = rcost, y = rsint gi obtinem

I= ff rdrde=" f rdr_z

' Rezults J - _‘/25 )

P

9. Se trece In coordonate sferice x = rsinfcosg, y = rsindsing, z = rcosd. Se obtine

variabild este J = r%sin@. Din cauza simetriei suprafetel vom avea

-2' 5 O
voll = f { f drdydz - 4 f }WT g r’sind drdodg - 4 f do f dewf‘syrésinedr= na’
) 3

) (mtegralele se calculeazi de la dreapta la stinga).

Fig. X1. 4,

10. 1) Se face schimbarea de variabild

u=ax+by+ ez,

U= ao® + byy + g2,
W= agx + b3y‘+ egz etc,

2) Se trece in coordonate c1hndrlce X = rcost, y =

=rsin, z = z. Jacobianul schimbérii de
variabild este r. Conul 2% = 2 + y? are in cons cuati

ecin{é ecuatia z = r. Se obtine

e
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kY
T acostr '
_r T 0,costl, z € [0,r]
I= rzdtdrdz,te[ _,__],re [0, ,
2°2
1
_.2' . -
céicl ecuatia cilindrului x* + ¥* = ax este r° = arcost. Dupi calcule simple gisim
I- Sna?
a2

L 4

- . orientate (integrala curbilin
| orientate (integrale de su

B multiliniare.

1. Integrarea 1 — formelor diferentiale

Vom nota R*
3 {eontinue) din R® tn R. R

. Dacy €12, este-baza canonicid in R, atunci dex,,

LECTIA A XII-A

INTEGRALE CURBILINTI,
INTEGRALE DE SUPRAFATA

INTRODUCERE

Vom studia in aceasti lectie integrarea 1 — formelor diferentiale pe arce

ie) 5i integrarea 2 ~ formelor diferentiale pe pinze
prafats). Teoria prezentatd admite generaliziri
etdti diferentiabile dar, chiar dacs ny apar-idei noi,
stul de elaborati si necesits adincirea algebrei

- n - dimensionale gi la vari
“téhnica" folosita este de

Daci A cR"sif: A - R™ spunem ci f este de ¢lasi C* pe A daci:
~ pentru % = 0, f este continui;

~ pentruk 2 1 existd o multime deschiss I7 5 Asiofunctie F: U — R™ de

 class CF astfel incit 7| i=F

=<(R",R) spatiul vectorial normat al aplicatiilor liniare
este un spatiu vectorial real de dimensjune n.

~»dx, formeazi o bazi in |

B, numits baza duali (reamintim cj dx,-(ej) = Sij, iJ = 1,...,n). Elementele

din B* se mai numesc forme liniare pe R™.

EXEMPLUL 1. Fie UcR" o multime deschisd si f: I/ - R de clasg C1.
radientul lui f este cimpul de vectori de clagi (0 Vf: U - R* definit prin
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VD) = (@), ), zeU.
dy dx,

Definitia XII. 2. Fie A ¢ R". Se numesgte 1 - forma diferentiala de clasi C*
pe A orice aplicatie de clasi C*, o : A - BY. :

EXEMPLUL 2. Fie f: U — Ro functie de clasi C! pe multimea deschisd I/ c R".
Diferentiala lui f este 1 - forma diferentiali de clasd C° o: U —» B

olx) = dfix).

Aceastd- 1 - form& se noteazd df. Vom folosi termenul 1 - formé in loc de
1-formd diferentiald. Rezultd c# dx,,..,dx, pot fi interpretate ca
diferentialele proiectiilor canonicel (g} = 2, & = 1,..,n. Putem scrie

dftx) = ¥ .aa_f(x)dxi si de asemenea df= Y, ¥ ax,.

i=1 x; i=1 xi

S& notdm X,(A) multimea cimpurilor de clasi C* pe 4 si Qz(A) mulfimea

1 — formelor de clasi C* pe A. Se defineste in mod natural adunarea pentru - g

cimpuri de vectori si pentru 1 - forme, ca adunare de funetii cu valori in spatii
vectoriale. Mai nou, cimpurile si 1 — formele se pot inmulti cu functii, dupi
cum urmeaza:

Daci f: A — R este de clasi C* atunci;

pentru F e X,(4), (FAx) = Ax)Fx), Vx e A,
pentru o e .Qlk(A), (Fo){x) - fxolx), V x e A.

Esfe clar & [F e X, (A)sifue Q;(A) .

Operatiile mai sus definite au proprietifi. naturale X (A) si Q;(A) sunt

"module" peste inelul funectiilor de clasi C* pe A si in particular, spatii |

vectoriale reale). _ ‘
Intre 1 - forme si cimpuri de vectori existi o "dualitate”. Anume pentru
o e Q‘;(A) 51 F' € X;(A), se defineste funetia oF : A — R, prin

(0F)x) = ) F(x)), ¥V x € A
(reamintim ci ofx) : R* ~» R pentru orice x € A iar F(x) e R ete.). Fiecare
l-formiae Q;(A) se scrie in mod unic ca’ !

o= aldxl + ...+ andxn

unde a; : A — R sunt functii de clasd C* Deci in fiecare x € A avem

otlx) = ay{x)dxy + ... + a,(x)dx,,.

1. Integrarea 1 - formelor diferentiaie

- OBSERVATIE. In ultima formuls, dx
n

0%, Teprezinti "baza duali" in R”, iar
in scrierea o =y a,dx;, dx
1

1--»0%, sunt 1 — formele corespunzitoare proiec-

tiilor, aga cum am aritat mai sus.

Definitia XTI. 3. Fie A c R* deschisd, ¢ : 4 - R™ de clasa C'

antru orice 1 - formi o pe B definim i
¢ cca l - formé pe A, prin

: §i B o g(A).
maginea inversa (prin ¢), notats-
¢ olx) = opa)edo(x), V x e A.

Pentru o mai rllauné intelegere a acestei definifii, s& remarcém ¢d pentru
x € A, dolx) : R" - R™ este liniari 51 de asemenea 0g(x) : R™ — R este linjars,

Asi_:fel o plx))edp(x) este o compunere de aplicatii liniare deci o aplicatie
liniard R” — R. In definitiv P'c . ARY,

Se observd imediat cX daci e QyB) atunci poe ch)(A), tar daci

L ae QB), k21, atunci o e Qf _,(A). .

TEOREMA XII. 1. In contextul de maij sus, avem

1) (0 +B) = g'o+¢B; 0B 1 - forme pe B.

2) ¢ (fo) = (Fop)p“ot; ot este 1 — formd pe B, f: B 5 R etc.

3) Daci B este deschisd si g : B — R este de class C!, atunci

= o ¢ (dg) = digop)

. (deci imaginea inverss a unei diferentiale este tot o diferenﬁélé).

DEMONSTRATIE. Lisim 1) $1 2) in seama cititorului si demonstram 3). Avem
1 ¢ (dg)®) = dg(ex)edotx) = dgep)i),

“dupd cum rezults din teorema de diferentiere a functiilor compuse.

'TEOREMA XIL 2. Daci 9 :A —B, ¥:B - R unde A R*, B c R™ sunt
deschise si o este 0 1 — form& pe C o ¥(B), atunci

¢ (¥ %) = (Wog)o.

‘Demonstratia este o simplé verificare.

S& dim o formula pentru calculul imaginilor inverse ale 1 —

[ formelor. Sj
otdm y = Wie¥m) € R™, 0 : A — B ea mai sus si fie

m .
o=y a;dy;, cua;: B — R.
j=1

unci, conform teoremelor precedente, avem
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H

p'a=0" (Y a;dy) =Y. ¢'le;dy)
J=1 J":l_

-

=Y (appie*dy) = 21 (eopldg; unde ¢ = (.(pi,..-,q)m)
r L

=1
deci
m
¢'o=Y (ap9)do;.
j=1
Dar -
n a(P ——
@, El T
si obtinem In definitiv (schimbind ordinea de sumare).
Y a0 Yax
’ ; o= a ;o ;
W ' ? S o
san
. nom a(PJ ) 'E A
{2) oolx)=Y, Yy qj((P(x))BT(x)dxi , pentru orice x = A,
is1j=1 "~ i

i o m = 1
34 considerdm cazul particular n = 1 si s ludm ¢ [a,.b] - R 'de flasa Cb
S& notdm variabila in [e,b] cu ¢ g s8 chserviim ca denvautelei hul @ ina $1a1
deterininé derivatele in g, b ale oriciirei extensii de clasd-C” la up interv
deschis. Putem aplica formula (2) si avem

(3) ' ooty =Y afle@)et)dt,
' ‘ j=1 .

4

: : m
unde @ = (@y,...,9,,) si o este 0 1 — formi pe o multime ce contine gle,b] < R™.

Fie -acum ¢ : [a,b] — R" o aplicatie de clasi C* (in lectia a IV-a am num'it ¢
drum parametrizat) si o o 1 — formi continui pe compactul ¢la,b] (deci pe

imaginea drumuhui).

Definitia XII. 4. Integrala  curbilinie a 1 - formei o pe drurpul

parametrizat ¢ se deﬁne§te prin

5 N
Ja= 13 atownols |de
¢ .

2li=1

E TEOREMAXILS. Fie o¢: [06] - R,
4 admisibile ale unui arc Y de clasi C!

1.. Integrarea 1 ~ formelor diferentiale ‘ ' 273

n

(integrala exist# chiar in sens Riemann ciici functia 1~ ¥ a (@) oit) este
i=1
continud in ipotezele ficute). ‘ ' ]

. b :
. OBSERVATIE. 1) In . fond f‘a = f ¢'a, dacd se identifica oo cu
n ? a
Yy ai((p(t))(pf(t) > cum rezultd ugor din formula (3).
i=1 .
2) In B% 1-farmele se nbteazé tradifional Pdx + Qdy iar in R?

Pdx + Qdy + Rdz  conform notdrii  coordonatelor (x,y) € R?, respectiv
c,y,2) € RS, : L i

Pentru a extinde definitia de mai sus, vom relua pe scurt citeva notiuni
. prezentate in lectia a IV-a relativ la drumuri parametrizate. Fie ¢ : [a,5] — R",
l Y:ledl > R* doud drumuri parametrizate de clasia C% oW se zic
|- C" - echivalente (% > 1) daci existi un difeomorfism C* ¢ - la, 6] — [c,d],

astfel Incit ¢ = Wb, 0 se zice schimbare de parametru. Un are de clasi
C! este o clasi de echivalents de drumuri parametrizate C* echivalente, Mai
simplu un arc de clasa C* este multimea tuturor drumurilor parametrizate {(de
clasd C*) care se obtin unul din altul prin schimbéri de parametru de clasi
C*. Dacs Y este un arc de clasa C* gi ¢ un drum parametrizat de clasi ct,

este clar ce Inseamni P € 7; spunem in acest caz ¢j pesteo parametrizare
- admisibild a Jui y.

O relatie de echivalentd mai fing duce la notiunea de arc orientat, Anume,
0 schimbare de parametru se zice i bastreazi orientarea daci este strict
- crescitoare gi cii schimbi orientarea daci este strict descrescitoare. Doug
L' drumuri parametrizate (de clasd C*) se zic pozitiv C* - echivalente daci se
- obtin unul din altul pentru o schimbare de parametru ce péstreazi orientarea.

~ echivalente se numeste are

-0 clasi de echivalentd de drumuri pozitiv C*

¥:ledl - R* dous parametriziri
$1 ¢ 0 1 - formi continug pe muliimea

la,8] = Wic,d].
) Daci ¢,% sunt pozitiv echivalente, atunci

fu- fo.

g

'2) Daci ¢,'¥ se obtin unul din altul printr-o schimbare de parametru care
Schimby orientarea, atunci '
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DEMONSTRATIE.

1) Din ipotezd rezultd ci existd o schimbare de parametru 9 : [a,b] — [c,d]
strict crescdtoare astfel Incit ¢ = Wo0. S4 notim ¢ variabila in le,b] si u
variabila in [e,d]; deci u = 0(). Avem ¢'a = 8°(¥" ), conform teoremei XITI. 2.
S# notdm pe scurt Yo = Adu cu A : le,d] = R deci ¥ o(z) = Alu)du pe e, d] si
deci 8°(¥ a)?) = AG()d (conform regulilor de caleul ale imaginii
inverse). Deci avem

oolt) = ABEN DA, Violu) = Alw)du.

‘Teorema de schimbare de variabili (integrala Riemann) di

f o =’bfA(e(t))9f(t) dt = BT)A(u)du =jA(u)du - f .. _
g a afa) ¢ W

Demonstratia punctului 2) este acum imediatd (8(e)=d, 0(b) = ¢ daci 0
descreste etc.). o

In definitiv, integrala unei 1 - forme nu se schimbi la o schimbare de
parametru ce péstreazd orientarea si schimbi doar semnul la o
schimbare de parametru ce schimbi orientarea. Putem ajunge astfel la
definitia principali. -

Definitia XII. 4. Fie y un arc orientat de clasi C! in B siccol - formi
continud pe imaginea tui v. Definim

unde ¢ € v (¢ este o parametrizare admisibild).

Din cele de mai sus rezulti ci definifia este corectd (nu depinde de
parametrizarea admisibila folositd).

OBSERVATIE. Prin imaginea unui arc se intelege imaginea, comuni, a
parametrizirilor admisibile.

Fie y un arc orientat de clasi C! in R". 84 reamintim c# lungimea i{y) se
b -
defineste ca f fo/(®)1dz, pentru o parametrizare admisibild ¢ : la,b] —» R" (s

a
este independentd de parametrizare). Desigur, | | este norma euclidiani in
& :

R". Fie 0= a,dx; o 1 - formi continui pe imaginea lui Y. Dac# notdm
i=1 T

a = (ay,...,a,), cu functiile @y,...,@, continue gi fie M > 0 astfel Ineit

pentru orice x dinn imaginea lui y. Deducem

'

Uq(ix)ﬂ <M

1. Integrarea 1 — formelor diferentiale

o

n

<[13; ap@Net)] dt <

a i=1

b n
ol=1[¥ atoenelsa)
Y

ai=1

b
< flee@ o ®yde < ity

(s-a folosit inegalitatea lui Cauchy - Schwartz). In definitiv,

| o) bty

inegalitate utily in aplicatii.

Vom face 0 legiitura intre 1 - forme $i cimpuri de vectori, pentru a exprima
integrala curbilinie in limbaj vectorial. -

: . . n
~ Dacii s Qi(A), A CR” atunci o = Y aidx; cua,.a AR functii de
i1

~ clasd C*. Putem considera cimpul de veetori g = (@y,...,a,) € A (A). Dac vy este

n
un arc orientat de clasa C! in B® sl o= E

a;dx; o 1 - form# continug pe
i=1

: imaginea lui 7, integrala foc s¢ mal numegte si circulatia cimpului

¥
a ={(ay,...,a;) de-a lungul arculu v,

Comentariu. Dac¥ fologim notatia vectoriala -a pentru
s = (x,.,,), dr = (dxl,...,dxu), atunei circulatia cimpului e de-

- formal
f a-dr
Y

a;dx; ca un "produs scalar” intre a si dr. De exemplu, daci n =

cimpuri de . vectori,
a lungul luj ¥y se serie

~

"
L 'interpretind” ¥
i-1
i F=(P,Q.R) esta un cimp de forte Tntr-
~de clasa C! in R%

3 si

_ un deschis A — B2 gi.daey ¥ este un arc orientat
atunci luerul efectuat de F in lungul lui ¥ este toemai

fF dr = dex +Qdy + Rd; , deci notiunea de circulatie extinde pe cea de luern,
Y ¥

“Revenind 1a proprietétile in

1 ‘ tegralelor curbilinii, retinem urméitoarea teorems
deosebit de importanta: ‘

I
TI‘EOREMA XTI. 4. (generalizarea formulej Leibniz —
orientat de clasi C! in B, de extremititi p si g si fo
un deschis ce ¢ontine imaginea lui y. Atunci

Newton). Fie v un arc
functie de clasa C! pe
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' , fdf=ﬂq)—ﬂp).
. Y

DEMONSTRATIE. Si precizdm ci extremititile unui arc oyientat Ynse d_eﬁnesc
considerind o parametrizare admisibild ¢ & v, '(p: [2,6] - BR" p = ola),
q = @(b), observind c¢# p, ¢ depind doar de y si nu de .para}n_'ne_t{izarleg
admisibild aleas#. Fie acum ¢ : [a,6] — I[%" ¢ parametrizare admisibild a lui
v. Avem ¢'(df) = d(feq) sau ¢ (dAE) = (fop)(t)dt. Deducem

b
[ar= firoy@)dt = o)) - foa) = flg) - fp) .
¥ a

COROLAR. in ipotezele teoremei de mai sus, dacd y este un are inchis (adicad
daci p = g), atunci fdf =0. :
' ¥

Teorema de mai sus este o teoremi de “independents a integralei de drum",
in cazuil 1 — formelor de tip df. '

Avind in vedere importanta teoremei XII. 4, este utila studierea 1 - forumelor
de tip df. Problema care se pune este: in ce conditii, pentru o % — forma o pe
un deschis U c R®, existi o functie astfel Incit o = df ? S& presupunem

d a -
1 - forma o=, a;dx;, unde functiile ay,...,¢, sunt de clasd C!pe UcCR
0 ‘ o
Daci existé o tfunctie f: U — R astfel incit df = o atunci f este de clasi C* pe

vy of =g, pe U. Din egalitatea derivatelor partiale mixte,
Xy “n
rezultd condifia necesari:

*) 9o 9 i 1m

axj B ‘ axi

Se naste intrebarea decé aceasti conditie este gi suﬁc1enta.

TEOREMA XII. 5. (H. POINCARE, 1854 — 1912). Fie « 0 1- formé. de clasi
C! pe deschisul U7 c R, satisficind conditia (*). Atunc} pentru orice punct
x € U existd o vecinitate deschisd V a lui x (V< U) si o functie f: Vo R
astfe] incit df = o (pe V).

DEMONSTRATIE. Fie un punct x, € U. Fard a restringe generalitatea, putem
n

presupune ci ¥, = 0 (se face o translatie). Fie o= Y a,dx; Si alegem r >0
i=1 . )

astfel tneit B(0,r) < U. Vom arita ci putem lua V = B(0,r). Definim functia

f: B(0,;r) — R prin _ .

1. Integrarea 1 - formelor diferentiale 277

1n

ﬂx) = b[;gl aﬂi(tx]_) -..)t\xn)xidt » X = (xl""’xn)'

S& aritdm ci aa_f=a1 pe B(0,r) (similar se araty ci
43 )
i = 2,..,n). Avem prin derivare sub integrals

1
Iy )= Hay(tx,,... 0 ) £ 0 '
e Xy ey, oj{ 1 1',..., x,) + E xlﬁx_l(txl’.“"’tx“) "

_Ei]: =g; pentru

ox i

i=1
sau folosind condi;{a (*) . :
1
of ( e oa,

— A, x) = oy, i )+ 2 % - Lt yoros )
B n Ed: 118%y n 2:1 ‘axi(xl x,) |de
- Daci pentru x = (x1,.,%,) fixat, notam ¥(t) = aq{tx,,..

-

EA

Sy, t e [0,1], gisim

1 e .
(g, 0%, = f[‘P(z?) +PVAD1dE = $9(8)| 5 = W(1) = @&y, ...,,)
9 :

$i cum x = (xy,..,x,) este arbitrar in B(0,r), rezults _?.]_c_=a;1 pe B(0,r) si
, =

demonstratia este incheiati.

. OBSERVATIE. Se observi ci esentiald in demonstratia precedents este
= -conditia: pentru orice x e B(0,r), "segmentul" [0,x] este continut in B(0,r). O
. mulfime A'c R" se zice stelati daci existi un punet x, € A astfel incit
- _pentru orice x € A segmentul fxgx] s& fie continut in A. Rezultd ci in teorema

. precedentd daci U7 este stelats, atunci exists f:U>Reudf=q.
# ; :

¥ O functie satisficind df = o se zice o primitiva pentru 1 - forma o. Putem
. reformula teorema de mai sus spunind c& orice 1 - formi de clasgi C!
. satisficind conditia (*) admite loeal primitive, iar dacd multimea de definitie
k este stelatd, atunci primitive existi global (este imediat de observat ci pe o
. multime deschisd gi conex3 doud primitive ale aceleiagi 1 - forme difers
. printr-o constanti). :

Putem exprima teorema XII. 5 $1in limbaj de teoria cimpurilor. Astfel, un cimp
ectorial F = (a,,...,a,) se zice eimp de gradienti daci existd o functie f astfel
Incit Vf = F. Se observid imediat ci (*) reprezintd o condifie necesars pentru
a un cimp F = (g,,...,a,) de clasi C! si fie un cimp de gradienti. Teorema

XI1. 5 arati ca invers, un ¢imp de clasi C! ce satisface (*) este local un cimp
-de gradienti. o

-
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2. Integrarea 2 — formelor diferentiale

Dacii E este un spatiu vectorial real, o aplicatie 9 : E x E — ]R'se numesgte
formi biliniard pe E dacd este liniard in fiecare wvariabild. O formi
biliniard ¢ pe E se zice alternatd dacid ¢(v,v) = 0 pentru orice v e E. Se
verificd imediat ci aceastd conditie este echivalenti cu conditia

olv,Ug) = ~plug,v4),

pentru orice v ,v, € K.

EXEMPLUL 1. Fie E = R? punem pernitru v, = (x,,y,), Uy = (g¥5),

X Y
9vg,vy) = =X1Yg ~ Xg¥y .
X3 Yo

Se verificd imediat cé ¢ este biliniarid alternatd. Semnificatia geometricii este

ci ¢ reprezinti aria "orientatd" a paralelogramului construit pe vectorii v,,v,.

Acest exemplu creeazd o "intuitie" utild in teoria integrarii 2 — formelor
diferentiale ce va fi descrisi mai jos.

Se observd imediat ¢ mulfimea formelor biliniare alternate pe E formeazi,
in raport cu operatiile naturale, un spatiu vectorial real, care va fi notat A%E’.
Daci ¢ este o form4 biliniard pe E, atunel forma § dati de

¢ouy,vy) - (P(U2)U1).
2

este clar biliniard alternati; dacd ¢ e alternatd, atunci @ = ¢. Dualul
E' = 9(E,R) va fi notat in cele ce urmeazi si cu A% Fiind date of e AR,
definim o ® B ca forma3 biliniari, prin

(o ® B)vy,v,) =
Mai departe definim o A 8 prin
oaAfB=20®p.

Evident, oo A B € A%E si acest element (care este o formd biliniara pe E) se
numeste produsul exterior al formelor liniare o si B. In definitiv

(o A ﬁ)('vl,UQ) = OL(Ui)B(UQ) - o&(v“‘q)[}(vl), Vug,ug e B
Se verifici imediat proprietitile
(1
(2}

&(vy,vy) =

Ot(Ull)B(Uz).

oaaP=—Pra, YoPe AME/ (in particular, A o = 0),
anB+rP=caBroany, Vaopye AE

EXEMPLUL 2. Fie E = R®, eje, baza canonici si dx,, dx, baza duali. Fie

¢ € A’E’. Pentru orice Uy = %121 + ¥18q, Ug = Xo€; + Yoy, avem

P,05) = @lxiey + y184, X981 + Voes) = (xyyy — xuyIley e5)-

2. Integrarea 2 - formelor diferentiale
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Dar
XYe = Xpy; = dxy A dx, (V1,0).
In definitiv
0= (P(ebez)dxf\dxz-
= s 2m 0! .
Rezultd dimpA®RY =1 g dxjadx, formeazd o bazi. De remarcat ci in

general se foloseste notafia dx, dy §
: ; , dy in loe de dx,, dx.,. d 2R
scrie unic sub forma ¢ = adxady cu ¢ e R. o S faadan Vo ¢ ARY se
-
EXE ie & =R ;
MPILUL.3. Fie £ =R% dy, dy, dz baza duali bazei canonice. Similar
} cxemplului precedent, deducem cg dim AZRY = 3 §i cd dyadz, dzadx, dind
formeazi o bazi a acestui spati i i oric : e anie
o patiu vectorial. Deci orice ¢, e A’RY se scrie unic

o=
a,dyadz + a,deadx + agdxady, cu a,, @y, a3 e R

Mai general se poate arita cd AZE"

. . . are dimensiune finits anume C2 ¢a
‘spatiu vectorial real. . "

Definitia XII. 5. Fie 4 R 0O2-fo

- rmi diferentials - =
clasd C* pe A este o aplicatio o : A —» tiald (sau 2 - forms) de

A’RY | de class C*,

EXEMPLUL 4. Fie A c R P
e . - - Pentru o 2 - formi dife c . .
0 A — A’RY, vom avea ofx verenfiald de clasi CF,

_ Y) = alxy) dx - -
¢ a: A~ R functie de clasy CF. ¥) dindy (vead exemplul 2 de mal sus), e

EXEMPLUL 5. Fie A — R?, Pentru

0 A5 A’RY ) vom avea ¢ 2-forma diferentials de clasa C*,

/' .
alx,y,2) = Plx,y,z)dyrdz + Qx,y,2)dzadx + R(x, 2)dxady
: cu PR : A - R de clasi C* {conform exemplului 3 de mai sus).

_Este evident cum se pot aduna 2 — formele de clasi C*
! mult, acestea se pot Inmulfi cu functii in mod analog ¢

¢ $4{4) multimea 2 - formelor de clasy ck

definite pe 4 R”. Mai

u 1 ~ formele. Vom nota
pe A. Dacd off e Q,t(A), putem

B, aaB e .sz(A) prin

(OAR)(x) = olx)aPx) pentru orice x e A,

In particular; daci U < R? este
asi C! pe U avem

w“deﬁni Produsul exterior al formelor o si

0 mulfime deschisi si fig: U/ — R sunt de ' -
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) of g +a_gd )=
i oe: Jop(e Fo

o %8 _ o % g Ady = D8 ginay
dxdy oyox) D(x,y) 1
folosind proprietéitile amintite ale operatiei A. Se poate face un calcul analog
in R? pe care-l Idsdm ca exercifiu. -

'
-

; ie a ) ¢ i hisd, ¢ : U — R™ de clasa
initia X1, 6. Fie acum U c R" 0 multime desc‘ ] i e
lgff;liniltxzﬂ_ forma pe B> @(U). Se numegte imagine reciproca {(sau
. . - 2 "
inversi) a 2 — formei o prin ¢, 2 - forma ¢ o : U — A“RY,

¢ o) v,0,) = o)) de(x)v,),delx)vs)), Vuyvye R, xe U. -

. 2 .
Se verifici cu ugurinii ci ¢ o este o 2 — form#. Daci o e Q,(B), atunci
. . 9
poe Qg(A) sidaci o e Q,%(B) » k21, atunci g a e Q,_,(4).

- : : i . retitilor
De asemenea nu prezintd nici o dificultate verificarea proprietitilo
e .
urmaéitoare: y

oo+ P) = Qo+ ¢'B,
o (fer) = (f)o"oy,
(P*(t)!. A B) - (?tot A (p*B,

Intr-un context evident avem gi

peniru orice 2 — forme o,p
¥ f functie de clasi C', o 2 ~ forms
Vo, 1- forme.

o (¥ o) = (Wop) o, o0 2 — formi ete.,
reiai:ie cafe va fi folositd in cele ce urmeazi.
E)II‘{EMPLUL 6. Fie AcR?, m =3, ¢: A — R’ Sd notim variabilele in A prin

(x,0) si componentele functiei ¢ cu X,Y,Z deci ¢(u,0) = (X, 0),Y (1, 0),Z(,v)) si
ﬁé o = Pdyade + @dzadx + Bdxady o 2 — formé pe ¢(A). Avem

9*(e0) = (Po9)o*(dyAdz) + (Qop)o*(dzAdx) + (Rop)p “(dxAdy) =
' = Pop dYAAZ + Qop dZAdX + RopdXAdY =
po DYD) | 00 DX, oo DED g 4 g
[P“" Do) B Do \

Inainte de a studia.integrarea 2 — formelor, facem citeva preciziri despre
suprafete.

7 nzi izatd i C* in R” este o aplicatie
initi 1. 7. O pinzi parametrizatid de clasi 1 R% e >
?eegzl:sl:}:gkxtlp A > ]RI?”*, unde A ¢ R® este 0 multime deschisi gi conexa. Vom
considera doar cazul & > 1. .

2. Integrarea 2 - formelor diferentiale 281

Doud pinze parametrizate de clasi F
C* - echivalente dacs existi un difeomorfism

astfel incit ¢ = ¥eB, deci avem diagrama comut

in R, 9:A5 R, se zie
de clasd C*, notat 6 : A — D,
ativi :

-9
A — p g

|

D

Aplicatia 0 se numegte schimbare de parametri.

O pinzi de clasy ¢* = este o clasi de echivalen

td de pinze parametrizate
- C* - echivalente. Dacy '

¢ este o parametrizare
clar ci pentru orice pinzi st ¥ ez,
0T ASRLY D R” rezulti g(A) = YD) deci putem vorbi despre imaginea
" unei pinze (numits $i.portiune de suprafatd) ca o submulfime in R®, Daty
- fiind o pinz& parametrizaty ¢ ea definegte o pinzi unicd, anume multimea
. Pinzelor parametrizate echivalente cu ¢.

. EXEMPLU. FieA={xy) e R, x*+ 3% < 1) si

3 ®:A R, o, =(x,y, 1~x2¢y2).
- Pinza de clasa C~ definita
[ asferei x? -i—y2 +22 =1,

Fie8:A 5 Dun difeomorfism de class Ch k>
~'deschise si conexe, iar Jy este jacobianul ]
t C" ¢l nu se anuleazs be A; cum & - 12
£ pe A. Se spune ci 6 péstreazi orient
| orientarea dacy Jy < 0 pe A.

1unde A,D < R? sunt multimi
ui 6. Deci Jy : A > R este de clasi
0 deducem ci J, are semn constant
area dacéi J, > 0 pe A si schimbj

_ Se numeste pinzi orientati, de clasy C* o clasi de echivalenti de pinze
§ parametrizate de clasy ck fatd de relagia de echivalenty "~ (@~¥ dacs
{ - ¢ =0 cu 9§ difeomorfism de clasi C* ce péstreaza orientares).

- Fleacum g : A 5 g7 ¢ Pinzd parametrizats de clagy C*
- diferentiald continus pe ¢(A). Fie o' = adxady,

deﬁnegte‘ .
. fa = ffa dxdy, '
Q A

in ipoteza ci ultima integrald existi (deci daci e L.

k21510002~ formy
¢u a:A— R continug. Se
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Definitia XII. 8. Fie o pinzi orientats, de clasd C* in R" si « 0 2 ~ forma
diferentiald continui pe imaginea lui X. Se definegte integrala formei o pe
Z, prin

o ' gowi-oc,pentru(pe z,

XIL Integrale curbilinii, integrale de suprafatd

- In ipoteza cd ultima integrald existi.

TEOREMA XII. 6. Definitia de mai sus
¢,V & X atunei :

/ | foca foc,
. s %

deci dac# una din integrale exist, existd si cealalti sl coincid.

este corectd, in sensul ci daci

DEMONSTRATIE, Fie ¢ : A SR, Y:D-» R sig=We, cu 0 difeomorfism cu
Jy> 0 pe A Avem ¢'o = 6"(¥ o) si fie (w,v) coordonatele in D. S# punem
Vo = aduady, @ : D — R fie - : -

D(8,,0,)
Dix,y)

8*(¥* ) = 200 dxAdy = ao8JydxAdy,

unde 6 = (6,,6,). Deci
fo= JECERDBACRO
® a '
si in mod similar,
f(x = fa(u,v)dudv .
¥ b

Teorema de schimbare de variabild pentru integrale duble arat# tocmai ci
dacd una din cele doud integrale exists, existd si cealaltd st sunt egale.

EXEMPLUL 1. Fie X o pinzi orientat3, de clasi C*, & > 1 in R® si 002 — forma
continud pe imaginea lui 2. Fle v e X, 0 : A - R?,
ou,v) = (X(u,v),Y{(w,v),Z(w,v)) si o = Pdyadz + Qdzadx + Rdxady.

.l DY,2) D(Z,% DX, V)
= Po 4 a ? Ro ? d d .
i [ D Daay R D(u,v)J uhdv
Deci_ ) , _
| (((Po PXZ) | 0o DZ,30 , 5. DIX,Y) -
= Po ’ o 2 Ro 2 dzed R
Efa ﬂ[ e A ot M D(u,v)} we

dacd ultima integrald existi.

EXEMPLUL 2. Fie XY : (2,b) > R de clasd C! gi A = (a,b) x R. S4 considersim

2. Integrarea 2 - formelor diferenticle

pipza Parametrizatd de clagy (1
orientatd definit de ¢ este “cilindr

baza imaginea arcului "deschis” i (X(0),Y(u)). Avem
¢ (dyAdz) = VduAdo, o*(dzAdy) - ~X'duAdv s ¢"(dxady) = 0
Astfel dacs ‘ .

/ , o = Pdyadz + Qdzadx + RBdxady
este 0 2 - form# pe imaginea lui Z, atunci

!0: =JﬁP(X(u),Y(u),v)Y’(u) - Q(X(uy, V), o)X w)]dudy .
A

9 AR, 0,0) = (X(u),Y(u)p). Pingg
ul" cu generatoarea paraleld cu Oz si eu

In particular, dacs P = Q =0, a;’:unci f o=0.
z

Fiep:A >R o pinzi parametrizati de clasi C", k=1 Dacé
S Pev) = (X3, Y(u,0) Zus,0)), ’
se defineste functia no 1a i i

gl T i t rmali (sau efmpul vectorilor - normali) de-a

N, (u,v) =_E)2(u,v) X E(ﬂ(u,v)
du du ’

unde

] 90 _[9X oY 7Y 3¢ _(ax ay az
“_ o (W [ Ty u“au"ﬁu"'a?}
" iar LR 1] .

X ial § i i

‘ estg produsul veetorial in R° Pinza ¢ se zice simpli daci ¢ este
3 injectivii, De asemenes ¢ se zice regulati dacy vectorii ip_,ﬁq_)_ sunt liniar
: du du

parametri. Fie ¢ = Yog,
10), vy = 8,(u,v). Atunci

o ael . N 892
du, ou _a—zq__a? X

N (u,v) =_E)_chﬂ =

¥ 99, w98
Jdu v -+ 2 |=

| =g, UIN (O, 0)) .
- Mai scurt, N, =JN,, intr-un sens evident.

educem ci dacs

: Jy > 0, atunci N si N,
celagi sens, in P :

» St Ny sunt vectori cu aceeasi directie si
: unctele corespunzitoare. Daci ¢ este o pinzi simpli s
egulati, atunci versorul ny(u,v) = Nolu,0)

||N‘P(u,v)]f

(numit §i normala unitars




" Deduncem |[Nq; I=yA2+B%2+C? | deci
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in punctele imagine) este invariant la schimbsri de parametri ce pistreazs
orientarea, deci caracterizeazi o pinzi simpli gl regulatai.

Definitia XII 9. Fie £ o pinzi de clasi C! in B3 Se definegte aria pinzei &
prin '

a(X) = ffHNm(u,v)I[ dudy,
A :

pentru o parametrizare ¢ : A - R®, ¢ e I, dacd infegrala existd. Se verifica
imediat c¢i a(X) este bine definitd (nu depinde de parametrizarea ¢ € T
aleasd). Daci :

- lu,) = (X(u,v),Y(d,v),Z(u,v)),

atunci se arati usor ci

N(p(u,u)'=[D(Y’Z) (w,0), 2220 (4, DET) (u,w]

. D ,v) Du,v) Dl ,v)

sau, cu notatii traditionale o _
DY, Z) =A DZ,%) -p, P& =C, N, =(A,B,C).
D(u,v) D(u,v) Dw,vy ¢ 77

a(z)= H\/Az'ﬁ-B? +C? dudy .
J 5

Vom incheia aceast lectie cu interpretarea integralei de suprafati, in limbaj
de teoria cimpului. Fie T o pinzi orientatd in R?, P:A-R pe = st & o
2 ~ forma pe imaginea lui X. Avem '

o = Pdyndz + Qdzads + Rdxady
§1 putem asocia cimpul de vectori V = (P,Q R).

D(Y,Z) D(Z.X) DX.Y)
= JJiPo0 = + Qoo 20w Rog 2 ldndy = [ ((Veg) -, dudv .
Zfa iﬂi ¢ D(u,v) e Diu,v) ¥ )(p_]_)(u,u)] nted {ﬁ ®) iV, dudu

{Aici (Vog):N,, reprezinti produsul scalar euclidian). Mai departe, dacd
N, # 0, atunci avem

' fOﬁ = ffV"(P ¥i1;¢ Ii [N, | dudy = _U.Vocp n,dc
T a 9 A

unde do = IN,ldudv se numeste element de arie {si reprezinti evident o
notatie sugestivi),

_ B% - {0} conditia din teorema Poin

3. 10 exereitii
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Sub forma f f V-ndo, integrala de Suprafatd poarti numele de fluxul
A

‘cimpului ¥ prin porfiunea de suprafati

o, 2. Aceagty ; .
debit si pe cea de flux termic, Sta nofiune extinde pe cea de

3. 10 exercitii

- L. Fie v arcul orientat definit in R® de drumul Paramet,
v o8 = (1 + cos2t, sirf2¢, 2cost). 84 se arate cd imaginea aren

e un cilindru i si se caleuleze 7= f (22 +yDdz
¥

rizat ¢ : [0,2n] - R®,
lui v se afli pe o sfers si

5 2. 54 se caleuleze I(xZ +y®dx + 2xydy , unde Y este un arc inchis in B2,
: Y .

-

E 3. Se considers 1 - forma o =M,.pe R? - (0}. Caleulati

Ty f o, unde vy este cereul
LT

ti cd desi o verifies pe
(adicid nu este de tip df).

b .2 2 2 - :
j. %" +¥° = R*® parcurs in seng direct o singury dati. Ardta

caré, totugi nu este exacts

4. Determinati primitivele 1 — formei a =

. (2xcosy — y?sinx)dx + (2ycosx — x'siny)dy pe -

. ‘ . 2 ) .
£+ 8. 53 se calculeze I:-fx dy -y *dx . . .
o . ¥ 58 pE unde y este arcul ce are €4 Imagme portiunea de

v

23 : :
=a™, a >0, cuprinsi Tntre punctele A = (¢ 0) i B = ] ’
osingurd dati dela A 1a B. s (@0 ¢ (0.2), parcursa

6. 54 se afle aria pinzei ob

w cilindrul 5% 5 o o 12 tinuta prin sectionarea paraboloidului 2
indrul x* + 3% = B2,

=xy, x>0,y >0,

1 7. Fie pinza ¥ dati de pinza parametrizaty

x(8,p) = 70,9)sinbcosg
¥(6,9) = r(8,¢)sinbsing
" 2(6,9) = r(8,p)cosh

b<Bxzmox @ < 2n, r(8,0) > 0. Sé se deduci formula




286 - XII Integrale curbilinii, integraie de suprafafc
ar 9 or 9 s
a(Z) = Sin“g + +r9sing rdéde .
D« a(?
G g <! 211: . .

8 Folosind formula exerc1§;1u1u1 7 s& se determine o pinzi parametrizati cu imaginea

= {x,9,2) ; &% + 2 + 22)% = 242 xy, xy > 0) 51 s se calculeze aria elementului de
suprafata respectiv. .
{

9. 54 se calculeze fd.x/\dy unde I este pinza orientats corespt.{nzitor fetei exterioare

a elipsoidului

.
[
S

2
+2 -1,
)

J
%

10. 1) Fie ¢ : la,b] — R? un drum parametrizat de clasi C! si f o functie reald continui

b X .
pe imaginea Jui ¢. Se definegte ffds=fﬂ(p(t))||(p’(t)[|dt. Calculati J‘fds daci
9 a :

o{t) = (acost, bsint), te [0,%] , flay) = xy

2) Daca ¢ : A — R® este o pinzd parametrizatd de clasi C! i f o functie reala pe

imaginea lui ¢, se definegte ffdo = fff“gﬂN‘p fdude {(dacd ultima integrald existi),

34 se calculeze ffdc dacd flx,v,z)= y 2224222 4 222 o ¢ are ca imagine partea
®

din conul 22 =22 + 32, 2> 0 situatd in interiorul cilindrului 2% & y% < 2ax, a > 0.

INDICATII $1 RASPUNSURI

1. Pe imaginea lui y (pentru x = 1 + cos2t, ¥ = sin2¢, z = 2cost) avem
%%+ 9% 4 2% = (1 + cos26) + sin22¢ + dcos?t = 4(1 + cos2t) = 4x,
¥yt =(l+ cos2t)® + sin’2t = 2x.

Deci imaginea arcului v se afli pe sfera x% + y° + 22 = 4% .si pe cilindrul x2 + y? = 2x.
2
Avem [ = IZ(I + cos2t)( 2sint)dt (formal dz = -2sinzdt). Deci I=- 8 j cos?tsint dt = 0.

oP _ 2@

2. Avem pentru P = x% + 4%, Q = 2xy, g - pe R? Cum R? este stelat (de exemplu

X
.

3. 10 exercifii

In raport cu 0) §i y este inchis, vom avea conform teoremei Tui. Poincara

f(x +y9dx + 2xydy =0,

3. Parametrizém cercul 2 4+ y>=R?

: prin x = Rcost, y = Rsint, te 0
parametrizarea care defineste arcul ¥ ce . Tte

rut in integrare. Avem

n
J‘xdy ~yde _ j‘R2(coszt + 8in%) dt =9
x%1y2 RE e

Se verificd usor ¢i fprma o - £ ~ydx

> verificd pe R? —
T+ y

{0} conditiile din teorema Tui

Poincaré. Farma « nu este exact cdci integrala formei pe arcul inchis ¥ nu este nuls

4. Pentru o = (Zxcosy — ¥2sinx)dx + (Zycosx — x%siny)dy avem

—a—*(ZyCOSi: - x%siny) =

~ Zysinx - 2xsiny = _aa__(2xcdsy - y%siny) .-
5 y -
- Deci 0. admite pnmltlve

pe multimea stelati R2. Put. imitiva
flosind foe utem calcula o astfel de primitiva

flz,y) = f [2txcosty - ¢y *sintx)x + (2tycosts - 24 2sinty )y s = 2208y + y2c0sx
0 . '

e 5. O parametrizare admisibila pentry Y este x = acos™, y = gsin® ¢ € [0,7/2]. Dupa
- calcule se obtine [~ S g3
16 .

6. Paralmetrizarea este (x,y) = (x,3,2y) pentru x,y > 0, 2%+ y% < B2 Se aratx imediat cg
in cazul parametrizirii de tip (x,y,Mx,3), () € D aria se obtine cu ajutorul formulei

o ff 1+{afT+[gg dxdy .

=S

In cazul de fa{:é

8¢ trece la coordonate polare x = reost, y = rsint gi se obtine
T

ZR R
Szf(f 1+r2dr}dt:£fr 1+r'2dr=f_[{1+R2)3’2_1]
D D 24 ] 6 ’

» 83 trecem in coordonate sferice

= rsinfcosg, y = rsinBsing, z = reosd. Ecuatia
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4
; i i i- <n, O<gp < de
multimii § devine r* = 2a2r251n2951n_(pc05(p, 220, y20 deci 0<B<m, @ 5

ili 1 i iti i i loarea
unde 7(8,9) = asin®ysin®p . Se utilizeazi formula\c?llln exercitiul '7 si se obtine va 0z

a2
2

i inBsing, z = 0<B<xn
9. Be parametrizeazi £ x =ugsinBcosp, y = bsindsing, ) z ccc?se, S .;iri
0.< ¢ <2n. Se aratd cu ugurintd ci normala "corespunzitoare" acestei parametriz
este normala.exterioars

[axnay - ﬁg_g%de&p - Tfabsinecosede do =0,
3 00 P )

o 2si 2
10. 1) ¢'(¢) = (- asint,beost) ; 19 E) | =Y asin®t + bZcos?t .Avem‘
. " o
. —Z, } - - . 2 b N b2
ff ds = fabcostsint\/ a%j;ﬁ{ +bPos? dg =2 @" +ab+b®
9 i

. 3 a+b

Cres 93 2,002 2 .
{se poate face schimbarea de variabild a®sin® + b%cos® = u” ete.)

2) O parametrizare admisibili este z=yx2+y2 | _(x,gf) in interiorul cereului
2% + 2 = 2ax, |Nj = 2 ete.

F

- interioare intervalului |

LECTIA A XII[-A

FORMULE INTEGRALE, |
ELEMENTE DE TEORIA CIMPULUI

A

INTRODUCERE

In aceasts lectie se prezinti formulele Integrale clasice care stabilesc leg#turi
Intre integralele curbilinii, duble, de suprafati sau de volum - formulale
Green — Riemann, Gauss - i : -

1. Formula Green — Riemann

Un drum ¢ : [0,6] — p* se zice C! pe Portiuni daci existi o diviziune a’

intervalului [a,b], ¢ = by <i;<..<t =b, astfel incit restricia aplicatiei ¢la
fiecare interval [ ], 0= 1,...,n s4 fie de clasi ¢! $1 @ este continug pe intreg
l2,b]. Diviziunea se zice admisibili. Rezulty cj iy punctele de diviziune

laterale ale aplicafiei .

te sunt puncte unghiulare. _
rum C! pe portiuni gi o este o 1 — formi

a,b] existy derivatele
Punctele in care aceste derivate laterale sunt diferi
Dacd ¢ : [0,b] - R® este un d
(continui pe imaginea drumului), atunci definim f o luind o diviziune
' P
admisibild @ = £, < 1 <. <f,=bsipunind

n

[ % [a,

[ i=1 @;

tia aplicatiei ¢ la intervalul {; 1,t;]. Se arata
ectd, in sensul independentei de diviziunea
ru drumuri de clags (3! {care evident pot fi
rtiuni), integrala coincide cu cea definiti anterior (in

admisibili folosits. In plus, pent
onsiderate C! - pe po




x = y(y) cu ¢ (respectiv y) de clasi C', deci M este graficul unei functii. De aici
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Se introduc in mod natural notiunile de arc C! — pe portiuni si arc orientat C1
pe portiuni cu ajutorul relatiilor de echivalenta definite de difeomorfisme de
clasé C! (respectiv difeomorfisme de clasi C' ce pistreazit orientarea), ca in
lectia precedentd. Se aratd cd dacd vy este un arc orientat C' pe portiuni si

1.-) P [ : l 1.- BEL; 1 -

din puncte interioare i X cealalts din punete exter:
’ rioare.

o este 0o 1 - form# continui pe imaginea arcului atunci este bine definita ' Fliﬂntiel‘a dK va fi numity si bord a] Compactuluj ¢y horg
o e . - cele ce urmeazs bordul unng €u bord K. Vom "orienta" in
integrala curbilinie [ . , . . . u1 compact cu horg 5 .

gr ‘ -Tf 7 ordinar al lui 3K, 3K este in vecindtatea | v Dack (xg,y,) & K este un punct

afld de o singura parte a bordului g

(transformindyu.] 3 . - Yom alege orj .
Fie acum M o varietate de clasi C! si de dimensiune 1 in R? (M se mai . mindu-l in are orientat) astfel tncit £e orientarea arcului

. : . - K sy S X S -
numegte curbi de clasid C!). Din definitia varietiitii, deducem c# pentru |} i;::f.f; Ziciicmm at;?te Parcul:sa Uin "sensu]" orientamr %};ﬂ;li? ;gmga ¢ind
fiecare punct (xy,y,) € M exists un drum de clasi Cl, ¢ : [a,6] > R2cu¢®) =0 | EEMLOR, mina stingd cade" in interigry] hi & 2 meuit,
pe la,b], £y e (a,b) cu @ty = (x4,y,) i 0 vecinitate U a lui (x,4y,) (in R?) aga ' ' )

Ineit M lr\ U s4 fie imaginea drumului ¢. Pe scurt, M este local imaginea unui  § K
drum C-.

Din ‘teorema functiilor implicite rezulti totodatid c¢ii in vecinitatea

oricirui punct (xg,y,) € M, M poate fi descrisd de o ecuatie y = ¢(x) san I

rezultd cd in jurul fiecdrui punct-(xyy,) € M, -M imparte planul in doui -
"parti" anume, de exemplu, in punctele cu ¥ < ¢(x) si respectiv in punctele cu |
¥ 2 ¢(x). Nu vom demonstra in detaliu acest fapt intuitiv clar (fig. XIII. 1).

Fig. XI11. 2,

> o) Coméntariuﬁ. Desigur acest mod de exp
exemplu punind conditia ca pentru un ¢

oK in vecinitatea lui

hunte. otiune

¢ 1: d'aca {el,...,e”} gl {fI,...,fn} sunt ﬁoué Ell)a:g
mensiune r, ele se zie echivalente dacy freceresa
zomorﬁ'sm’ liniar cu determinant striet pozitiv, o
de echivalents de baze orientate echivalenée
zZa ordo‘naté B = {(1,0),(0,1)}. Se defineste vectorui
nct ordinar gy si se pune conditia ca vectorii:
(xgyg), In aceasty ordine, si formeze o baza*;

»< 0% Y

: Spatiul B se consider ordonat de ba.
- normald exterioars 1a 9K in arice pu.
normald exterioary 51 tangenta in
echivalents cu B

Fig. XIIL 1. *

O mulfime compacti L c R? se zice curbi C! pe portiuni daci fiecare punct
(xo,) € L are o vecinditate U c R aga incit L m U s fie imaginea (in U) a
unui drum C! - pe portiuni ¢ : [a,b) — R?, unde o este injectivd gi derivata
nenuld pe orice interval inchis pe care ¢ este C'. Punctele unghiulare ale
curbei L se definesc in mod natural, sunt izolate gi, cum L este compacts, in
numér finit. Punctele din L care nu sunt unghiulare se zic puncte ordinare

pentru L. Mulfimea punctelor ordinare ale curbei L formeazi o curbi de clasé
ch

Definitia XIIL 1. O multime compacta K c R® se zice compact eu bord
‘dacé: ' ' .
i) Frontiera oK a lui K este o curbs C! pe portiuni.



. o 1
ient i 1-formd de clasia C' in
EcR’ un compact, ecu bord orientat si o o

i
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| 2 _
oP opP + ﬁdxi-__dy}/\dy_
d0L=dP/\dx+dQ/\dy=(_§;dx+_a_§dy}\dx (ax % |

-{9Q _ .a_P. dxAdy .
dx oy
s o - i continud pe A. . .
ge Obser‘fzcaAdie;tifl 2:iif(fe‘t()::l?(lt:ilrfism de clasi C? intre mcﬂtlmﬂeBdes:‘l;l;ij
ie acum 6 : . % de clasa pe B,

2 i pentru orice 1- formi o ; S B.
AJE C) lgé(eé;?nﬁ ;devél‘, fie (x,y) variabilele pe A si (x,v) V?I('ilzkélllziz lé? oo
gi(scolt'i e:n e(x,y)' = (u(x,y),0(x,y)). Fie o = Pdx + @dy o 1 - formi
B. Avem '

ou o6 2 dy + 2V gy |=
G'(I=P°B[%%dx +a_ydyJ+Q 8(§dx+ _ay y]

' ‘ ou v . deci
du OG..a,F_ dx + PDB___+QOB_)dy si dec
.=(P°9§;*Q ax] [ » )

T ov -
. Ju op OV __Ej_ p,,eﬂ+ QOB___J:IdxAd_')"‘
d‘e‘“’{a—i[” °93;'+QGE) ay( oo

| 2 du 3Q du)aw P
2P Y, pg Fu (39 00, 99 W) g
ﬁ%%;+%55]§+Peaxay+(au dx duv dx oy dxoy

Y
P du P 9 \du _p,q Pu --3@92+E@\30-Q09 ag]{m\dy=
_['BE§+W§ ox gxdy |du dy dv oy |ox oxady .

0Q g OF u dv _ o oy d:cAdy-—-ﬁaiQ_oe—_a_-IioBJg((u’v)) dxeAdy, iar
"[ﬁg"e"w“" Yy o (3 % DGy

ap =[98 g _ P o) Pw,0) 4 a gy

* (am folosit o formuld stabilitd in lectia precedenti). Deci intr-adevir,

d(® o) = 8°(dw).

Putem formula acum teorema fundamentals a acestui paragraf.

TEOREMA XIIIL. 1. (G. GREEN, 1793 — 1841, B. RIEMANN, 1826 — 1866). Fic

A,

vecindtatea lui K. Atunci

= (£ uia Green — Riemann),
}Uda a_11{0!: orm‘ .

|+ diferentiala sa&, anume

L Aceasta dualitate pecare o v
- de form

-interpreteazs cg integrals
- respective gi cu semnul dat d

- constd In demonstrarea
“de a reduce cazul
;. "partitia unitafi",

-LEMA 1. Fie K =
functie de clasi !
orientat gi are loe

1. Formula Green — Riemann
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Pentru a lEmuri enuntul, si considersim o= Pdy 4 Qdy. Atunci
' Q@ _op _
do =| 2% _ '

£
Conform definitiilor generale,

(aQ _oP

i

== " —— {dxdy = | Pdy d:
ox 8yJ ya‘l; o)

pentru orice doug functii @ de clagy

pe un deschis din plap tare contine

Comentariu. in teoremd apare o "dualitate" compact ¢ bord g 1 _ forma o

Koox

dee o
om regisi gi ulterior ge caracterizeazy
n. Acest fenomen a maj fost ntilnit
interpretind un interval [a,5] c R ca un compact
(bord orientat) atunci daci o - formd f (o functie) de
7/t =f18) - fay deci o formuls de tip Green -

prin legiturs daty
in cazul formulej
cu bordul {p) ~ {a}

clasq (! avem

Riemann, unde integrala pe bord se

in raport

1 misura Dirac concentratd in punetele
€ orientare. ‘

in mai multe etape. Ideea principals a demonstraj:iei
teoremei pe com

pacti cu bord suficient de "simpli" gi
general la cazyl compactilor simpli prin tehnica numity

{=y) je<x<p, 0 <y <o), unde'(p tla,b] - R este o
» ¢ > 0. Atunci K este In mod natural un compact cu bord
formula Green — Riemann pe k.

‘ Yoo Yo ¥y (pe
=Pdx+ Qdyo1- forma diferentials
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& Y,
Y4 K T
a er b
Fig. XTIL 3.
Avem |
b o) b : ] | _
(2P dxdy - mf P 3y [Pt 00) - Plx,00dx = - [Pdx - [Pda
If“_dx . @ 1 LE
K ay al 0 ‘ a

J:de - dex - 0. Vom aréita c&

oP Aci evident
i - [12 dxdy = | Pdx, céci evic
Deci I_g % v a!r-c Yo T

g%_fdxdy =..8£Qdy-

.

| y .U
v ¥ ) oU = aQ( )dn 81— =Q- ‘
Si definim U,y ~ [Q,n)dn. Avem % of A
. 2 ' |
- aU - Dar 3
U 4, , 28U i (War-- [Way-- (qay.
oK

- . -
ade = —-U_a-{iQJBxdy, aga cum am ardtat deja. Este clar ¢
s 0% % oyl ox

- i
dfol)_ 9 yfﬁ_(x,y)dn -9Q si astfel f_ag.dxy = dey.
oyl ox | oy o Ox ox % . 3K -
Lema este demonstrata. ﬁ
d las#i C? ce pistreazi orientarea
ie § : A — B un difeomorfism de ¢ ‘ i : rea
ALEMA 2. }f‘;?jil BcR si K un compact cu bord orientat in A. Da;lczir ;'(;:;15 ;
}E'rn'trendesgiiegmanin este adeviiratd pentru L = 6(K), atunci este ade
reen —
pentru X.

i 3 C! in vecindtatea lui X, Existd o
.Fieaol—fnrmadeclasaq in v tate i K L0
]I?Elvi"gzl‘qnslﬁ?ilaéé C' B in vecim#tatea lui L astfel incit o = B B@e

- LEMA 3, Fic r.e > 0. Fxic
{£ pentru |z

1. Formula Green — Riemann

difeomorfism de clasy C?. Cum bordurile oK si dL se core

evident Jog =f[3=ffd[3=ff6*(dl3)=ffd(9*_[3) deci [
oK - aL L_ K . .K oK

de dovedit. In girul de egalititi

= ffdfx ; teea ce erg
K

de n'aai sus, relatia Lffdﬁ =I{f 8*(dB) este

tocmai teorema de schimbare de variabily {san independenta mtegralei de
suprafati de parametrizarea in clasa de orientare), iarff@*(dB)=ff d(op)
‘ ’ K K

. * * ay e . - .
rezulti din relatia ¢ (dB) = d(e", stabilitd tnaintes enuntului teoremei.

rmula Green - Riemann are loc
xy) |a<x<p, ¢lx) < v < wix)),
1 special cind K este 0 reuniune
i comune de frontierd parcurse in

m in
sensuri opuse (ea in fig, XIT1. 4. a), unde m = 3 rezults fa =y fa =y ffda =fda }
K ielgr i1 i k

t in multe aplicatii. in cazyl general, ideea ‘demonstra;iei

izeazid astfel (fig. XIII._ 4. b).

NN

teoremei X117, 1 se prec

[
\

oK

/

a) b}

Fig. X111. 4.

"figuri” ea tn lema 1, eventua] rotite, in
"figuri” are loc formula Green — Riemangp .
un procedeu de lipire, vom deduce formula pentru X,

téd o functie v de clagy O~

Pe R astfel incit w(t) =1
0, pentru |¢] >

r+s.5i0£1p(t)£1pentruoricete R,

syt =

0 t<0
=1 _1

este de clasi C” pe R, dupi cum se
e ¢ ¢>0
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pit)
‘ p&) +ple - 1)
R, 0<p <1 gi p(¢}=0 pentru £ <0 gi p({)=1 peniru ¢ Ze. S4 definim
functia y(¢) = 1 — p_(]¢| — 7). Se verifici ugor ci y este de clasid C~ pe R. in
plus, w(t) =1 daci |t]<r, w() =0 pentru |{|Zr+¢ s in mod clar
0 <y < 1. Graficul functiei v este reprezentat in fig. XIII. 5.

poate verifica cu ugurintd. Functia p, () = este de clasd C” pe

F

v

-r-& -r 0 ¥ r+g

* Fig. XIIL 5.

S& observim c# functia ®(x,y) = ylxhy(y) este de clasa C” pe 'IR2, 0<P 31,
Px,y) = 1 pe patratul [-rr] x [-r7] si wix,y) =0 in exteriorul p#tratului
[~r—g,r+e] x [-r—g,r+e].

DEMONSTRATIA TEOREMEI XIII. 1. Fie K un compact cu bord orientat, 3K bordul
lui K si o ca in enunful teoremei. Pentru fiecare punct (xyy,) € X vom
considera pétrate cenfraté in (x,,y,), dupd cum urmeazi: dacid (x,y,) ¢ JK
(deci (xq5¢) este interior lui K} considerim doud pitrate cu laturile paralele
cu axele, centrate in (x;y,), continute in K (fig. XIII. 6), iar daci {xgyq) € AK
gi este un punct ordinar, considerim pétrate centrate In (x,y,)} cu laturile
paralele cu tangenta respectiv normala la oK in (x,y,) (fig. XIII. 7), aga incit
" local 9K s3 fie dats de (sd zicem) y = ¢(x) si graficul Iui ¢ si fie ca in figuri;
in fine, daci (x,,y,) este un punct unghiular, se aleg patrate centrate in (xyy,)
cu laturile paralele cu bisectoarea unghiului ficut de tangentele "laterale" in
(x4 sl cu perpendiculare in (x,y,) pe aceste bisectoare gi suficient de mici
(fig. XII1. B).

Fig. XIII. 6. Fig. XTIL. 7.

~ deoarece o; este nuli in exteriorul $i pe frontiera lui

1. Formula Green — Riemann
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In acest mod, se obtine o familie de p3 ‘tr' P
| , e pitrate concentrice ( Q... d
! : , - (=) L y¥ (ny)e i Q€
felul celei de mai sus P(x,y) c Q(x,y). K fiind compacts, existi ox amiicijé ﬁg)leté de

péitrate (P(xs,yf}’Q(xf.yf))i=1.---,'1 astfel incit interioarele pitratelor P, . acoperi
K. Asociem fiecirui i “of o
lecdrul cuplu de pitrate P(x,—,y.-)CQ(xi,y,-)' cite o functie @, ca in

finalul demonstratiei lemei 3 deci ®;=1pe P, , si0in afara patratelor

Q(x,-,y,-)’ 0<®,<1 si @, de clasa ¢~ pe R? (ceea ce este evident posibil).
Functiile ‘ | '

Ay :

lz_-___'—
Oy+..+D,

A ' P,
sunt de clasi C™ in vecinitatea lui K, 02,1, A; = 0 in afara patratului

) n ° ..
Q(x,-,y‘-) » pentru orice i si E A =1 pe P(x‘_,y‘_)U UP(x_,y'_) (deci si pe K). (Se zice

i=1 ;
c8 (li)igig formeazi o partitie a unititii). Pentru fiecare i = 1,...,n punem
n
o =Ao si o= ¥ ;. Alegind patratele descompunerii suficient de mici,
i=1 C
putem presupune ci o; sunt 1 — forme de. class C! in vecinitatea lui K.

gorizmla UGreen - Riemann va rezulta din ce vom obtine pentru fiecare o
entru patratele ce corespund punctelor interioare in K, conform lemelor 1 gli

2 se poate aplica formula Green — Riemann 5i avem ﬂ. doi = f ;=0 si

le.';!,‘) aQ&g.)’f?
tiera lui @. Dacd avem

NK,

WX

avind in vedere ci « esté nuld in exteriorul 51 pe fron

un punct (x;,y,) € 9K, din nou cu lemele 1 §i 2 avem pentru K = &
. . X

aiocf‘:iocf}{f(;ai:ffdai,

: K

. _ Q, .y, - Deci formula
reen — Riemann are loc pentru orice o, deci pentru o, -

1

- EXEMPLU. Fie X un compact cu bord orientat (in R?). Aplicind formula

Green - Riemann 1 - formelor xdy gi ydx, obfinem

fxdy=fjdxdy=aria(m, fy,dxz-ffdxdynaria(m,
K oK K '

dK

de unde formula pentru caleuhil ariei lui K, printr-o integrals curbilinie:
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) 1 . .
K=_ |xdy-ydx|.
aria za£x ly -y

De exemplu, in cazul unui disc X = {x? + i< R%, considerim parametrizarea
x = Reost, y = Rsint cu ¢ € [0,27], pentru oK i rezulta

. 2r
xdy - ydx = (R%cos’ + R%in%)d¢, deci ariak = % jR?dt -nR?,
N 4}

Vom aplica in cele ce urmeazi formula Green — Riemann pentru cazul
fimetiilor olomorfe.

A

Fie f: A — C o functie continui, unde 4 < C este ¢ multime deschis3 nevida,
f=u+iv, unde u = Ref, v = Imf §i fie 2 = x + iy variabila complexs. Definim
1 - forma flz)dz ca fiind flz)dz = (1 + iv)(dx + tdy) = udx ~ vdy + i(udy + vdx),
deci in fond flz)dz se poate identifica cu perechea de 1 - forme reale
(udx - vdy, udy + vdx). Pentru orice arc orientat y de clasi C! (pe portiuni),
cu imaginea continutd in A, se defineste integrala curbilinie complexa

ff(z)dz = fudx‘ - vdy + ifudy +udx.
¥ Y , Y
O functie f: A — C se zice olomorfi pe A (vezi lectia a V-a) dacs pentru orice
Zy € A existd (in ©), limita '
lim ____ﬂZ) A R
¥z 2 ZF
notati ﬂ(zo). Notind z — 2y = h, rezulta
' tim [0 * 1) - flzg)
h—=0 h
Luind & real (h — 0), deducem imediat ci

=flzy).

flzy) = %(xo,y‘o) + ii?_(xo o), unde z; = x; + iy,
ox ox
Luind & de forma % = ik, % real (& — 0), obtinem
. i . d
if(zg) = %(xo,yo) + z%(xo,yo).

Rezultd cd au loc relatiile

0
_g%(xo,yo) = %(xoyyo) s gy—u(x[}:y(}) = —52.(360,3’0).

Am demonstrat astfel

TEOREMA XIII. 2. Daci f este o functie olomorfi pe un deschis A c C

1. Formula Green — Riemann

f=u + iv, atunci sunt verificate conditiile -

du _dv  Ju_ v

— =, w——=-2 infi t din A,
%Y % ~ In fiecare punct din A

Aceste ecuatii se numese ecuatiile (conditiile) Cauchy
Demonstrim acum trei dintre rezultatele principale ale Analize

-~ Riemann,
1 complexe,

TEOREMA XIII. 3. (Formula luj Cauc
orientat in C i f o functie olomorf (de cla

A,

hy). Fie K un compact cu bord
sd CY in vecindtatea lui K. Atunci

fﬂz)d.z:_()‘.
K

-

DEMONSTRATIE. S observim ci s-a pus conditia f de clasi C' in parartezs
pentru c3 se poate demonstra ci daci f este olomorfs atunci rezults de clasid

Cl. F&r4 a intra in aceste detalii, vom bresupune ci f este de clasi C! si fie
| f=u +iv. Atunci

ff(z)dz=fudx—vdy+ifudy.+vdx.

3K K 3K
Dar _ .
fudx -udy = fj[__&_)_v_ - _aE’.dedy =0 sila fel, fudy +ude=0
3 ' ¥\ o oy K
fi _folosind formula Iui Green - Riemann si conditiile Cauchy - Riemann, in
definitiv, : ‘ T

_ | : [ferz =0,

E TEOREMA XIII. 4. {(formula integrali a lui Cauchy). Fie K un cbmpact

cu bord orientat n Csi f o functie olomorfs (de clasi CY) in vecinitatea lui K.
. Pentru orice 2, ¢ K Tinteriorul luj K) avem

1 fz)
)= dz.
ﬂzu Zni a'IEZ "20

DEMONSTRATIE. Alegem r > 0 astfel incit discul inchis {z;
conginut in K. S4 notim K.=lze K |z-2)2r). K, este un compact cu hord
orientat, bordul lui K, compunindu-se din bordul 3K al lui K reunit cu cercul
|z — 24] = r orientat in sensul acelor ceasornicului (fig. XI11. 9),

|z — z5] <71} s3 fie
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oK

Fig. XIII. 9.

Functia flz) este olomorfi in vecindtatea compactului K, (cit de functii
z -z, ~ ‘

olomorfe), cdci z, ¢ K,. Apliciﬁd formula lui Cauchy, deducem
_fl&) dz=0,

% 2" Zp -

Deci

o=j_ﬁ?)_dzzf fz) dz—:fj: ffziodz,

k%~ Zo swZ %o z

unde v, este arcul orientat ce rezultd din parametrizarea ¢ ~ z; + e, t ¢ [0,2n]
a cercului |z - z,| =r. in definitiv - X :

&) g,

Z_ZO
r

j &) 4=
&% %0 g

Pentru calculul | /@) dz observém c# in general daci ¢ : [¢,5] — C este un
o ;

-2 -2z
r

drum parametrizat de clasa C, avem

- Je@dz = [etowno’mar.
[l a

Deci

. f flz) dz:ig_rﬂzo+rei‘)dt:
0

1.2 " %0

Facem acum » — 0 si obfinem la limité,'

[12 de = 2miflz,),

z-z
Y. 0

1. Formula Green — Riemann
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deci formula integrali Cauchy.

Ca o aplicatie a formulei integrale Cauchy,
olomorfi (de clasi C') este local suma unej
analiticd) si in particular de clasi C”. Ace
contrast cu situatia functiilor de variabild reald
datd nu rezulti analitics).

Fie in adevdr £ olomorfs (de clasi CY) intr-un' deschis A cCsizye A fixat,
Facind o translatie, putem presupune ci 2y = 0 deci f este olomorf tntrun

disc |z| <R. Alegem r astfel incit 0 <r<R si aplicim formula integrals
Cauchy pentru discul l2| <rsiucu |u| <r Deci

sa ardtam ci orice funetie
serii de puteri (deci este
st rezultat este in profund
(unde o functie derivabily ¢

A

fuy=_1_ ﬂé)dz'
niJz-u

f  unde v este cercul 2| = r ete. Scriind

1
z2-u

1
1-%
- : . z
$i cum pentru |z| = r avem |u/z| < 1, rezults

1.
z

1_ =Z L (serie UC).
)

Z-U Fii 1
Se Inmulteste cu flz) §i se integreazi termen cu termen pe v,. Notind
' a =1 [ f2)

2n; n+l
¥, %

pentru n20 si 0<r<R, rezults fz)= YN g,z", in lz] <R deci f este
) n=0 .

-analiticd in vecinitatea oriciru; punct din A,

TEOREMA XIH 5. O functie f:A— C de clasa Cl Pe un deschis A este
~ olomorfa daci si numai dacs este analitica.

DEMONSTRATIE, Dacs

f este olomorfs, am aritat mai sus ci este analitied.
‘Reciproc, dacs f este

analiticd in 4, fie V 2, € A. Atunci intr-o vecindtate a lui
- Z; are loc o dezvoltare in serie de forma fz)= Z

. ne=0
Rz) - ﬂzo)

=gy tagz~zg) + ... si- limita lim f@) - fag) =a;+agz —z5) + ...

a,(z~-2z.)" deci

2 -2, oz 22y

existd si este eggilﬁ cu a,, deci f este € — derivabila $i 2.
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2. Formula Gauss - Ostrogradski

integrabild pe A i f 8B =.f B. In adevar,  conform definitiilor,
A B

Pentru a obtine in R* o formuli analoagi formulei Green - Riemann, vom . : )
urma aceleagi idei dezvoltate in paragraful precedent adaptate la noua OB = (foB)Jydunduadw si totul revine la

situatie. Pentru a nu mai intra in detalii al ebrice, vom trata pe scurt :
2 g 5 P fff(foe)-Jedu/\ldv/\dw = f f f fxdyds
A ' B

3 - formele diferentiale in R°. Se gtie ci

() dxadx = dyady = dzadz = 0, _ : <

; dxndy = ~dyads, dxadz = —dends, dyadz = ~dzady, care este tocmai teorema de schimbare de variabily,

' Xofr-n _(;msi_dera §it13r3duse ﬁslmildy/\dlz) %;i(:)eléalte ;g_mgmatu: aspm}a@ye 'i)r::n Fie acum K = {(x#,z) € R® | cy)e Dsi0<z < 9y), ¢ 2 0}, unde g : D o R
elintle g1 respectind regulile de calcul (*). Vom extinde apoi prin liniaritate este de clasi CL, iar D est & ¢ in RY : AR

| aceste produse pentru combinatii liniare. Expresia dea(dyadz) va fi notaticu | g _ ¢ 1 dise compact in R” (fig. X111, 10).

dxadyndz ete. Se observi ci printr-o permutare pari valoarea nu se schimbi

lar printr-o permutare impari se schimbd semnul (dxadyadz = ~dyadxadz _
ete.). ' z

O 3 -formi pe M c R® este prin definitie o expresie P = fdxadyadz cu Zq
f: M — R; clasa formei este datj de clasa functiei £, Dacs

o = Pdyadz + Qdzadx + Rdxndy

este 0 2 ~ form3 de class C! pe deschisul A < R® eu P,Q,R e CYA) definim do. 2
prin , E
doo = dPAdyAdz + dQAdzAdx + dRAdxAdy =

:

1

. , : ] T

8P, 9P, aP R, Q. 30 1 ' !

=l —dx e+ 2y + L ae WdyAde +[ 99 dx + 394y + 99 3 WdoAdy _
[Bx Y }Ay +[8x Y% }\ ¥ :

- ! '
+ de+a_Rdy+ﬁdz dxAdy = §£+8_Q+.a£ dxAdyAdz ' x s QD
%

. e

F s

deci do; este 0 3 ~ forma continug pe A cu

f- 3P, 0Q , R

x oy 9 Fig. XII1. 10.
Dacio:.: A — Ra, 0 = (81,05,85) este o aplicatie de clasi cl, atunci

D(61,6,,0,)

(w,v,w)

_ Frontiera lui K este formati din multimile =
aterald de cilindru si "capacul”

Zy, Z3 (discul D, portiunea
1 Q3 3 ] p
do; A d82A§93 = format din punctele (x,y,0(x,3)), cu (x,y) e D,
. Vom aréta‘céi 2y, g, X, se pot considera ca "suprafete" orientate.
. Pentru %, -lucrurile sunt clare. Vom “orien

. (sensul descresestor al lui z).

duAdvAdw = JyduAdvAdw , cu (u,0,w) e A.

Pentru orice 3 — forma B = fdxadyadz, se pune 0°B = (fo0)Jyduadvadiv. Se
verifica ugor cd pentru o 2 ~ formi o g o aplicatie 0 de clasd C?, avem
d(0'e) = 8°(dy). Dack P = fdxadyadz este o 3 — forma pe M < R®, definim

ﬂf{B=fﬂ£ffdxdydz,

In ipoteza ci integrala a doua are sens. Din cele de mai sus, rezulti ¢i daci
0:A — B este un difeomorfism da, clasi C! intre deschisii A,B din R® cu
Jo> 0 si B = fdxadyadz este o 3 — forma integrabild pe B atunci 6B este

ta" X, dupd normala exterioari

{§ Pentru X, vom considera pinza parametrizats (x,y) - Cey,0(x,y)) si elementul

- de suprafat orientat dupd normala exterioari { —i(ﬂ __8_(1)_ . 1J (normala

Py

-lace cu semiaxa pozitivd Oz un unghi ascutit).
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Cit despre X, este clar c, local, pentru orice punct pe Z, (ce nu este in I, sau
in Iy, Z, este imaginea unei pinze parametrizate (cilindru) 5i vom fixa
orientarea normalei exterioare. Si luim 2 - forma o = Rdxady, cu R de clasa

C! in vecinitatea lui K. Punem prin definitie fa = f{x + fot + ftx ..In mod
z, I, Iy

clar foc =0 cdci normala la £, este perpendiculars pe Oz.
Zy

fa = —ffR(x,y,b)dxAdy , fot = J.IR(x,y,(p(x,y))dx/\dy .
z, D : i, b

Pe de altd parte

iz

I{doc =f£f%£:i(;xdydg =]£ lp{?)%_R dxdz=ﬂ[R(x,y,cp(x,Q)) - R(x,y,0)] dzdy

0
In definitiv,

foc.—"- J.d(x-
K K

formuld aseminitoare formulei Green - Riemann si numiti formula
Gauss - Ostrogradski (C. F. Gauss, 1777 - 1855; M. V. OSTROGRADSKI,
1801 - 1861). Desigur avem dici un caz foarte particular de compact K cu
"bord" orientat in R? si un caz particular de 2 — formi. Se mai spune ¢i un
compact ca mai sus este "simplu” in raport cu z. Este clar ci se pot obtine
rezultatele analoage pentru compacti simpli in raport cu y respectiv x si
2 - forme corespunzitoare. Folosind proprietatea de invariant# a integralelor
3 — formelor prin difeomorfisme ce ‘"pastreaza orientarea" (adici cu
Jacobian > 0), se obtine ¢4 pentru un compact simplu in raport cu una din axe.
cu frontiera orientati dupd normala exterioara, formula Gauss — Ostrogradski
este valabild pentru orice 2 - form# de clasi C?,

o = Pdyadz + Qdzadx + Rdxady.

‘Pentrua generaliza formula Gauss — Ostrogradski, se definesc compacti cu

bord orientat in R? ca multimi compacte K — R® astfel inecit pentru orice

" punct (x5y0,29) € K (frontiera lui K) existd o vecinitate deschisi V a lui

(xoiv0,2¢), astfel incit V n K si fie difeomorfa (clasa C2 cu pistrarea orientirii)
cu compacti "simpli". Se orienteazd 0K dup# normala exterioard. Folosind o
tehnicd de partitie a unitatii, similara celei folosie la stabilirea formulei
Green — Riemann, obtinem: ‘

TEOREMA XIIL. 6. (formula generalid Gauss — Ostrogradski). Fie K un
compact cu bord orientat in B® (bordul 9K orientat dupi normala exterioars)

§1 o = Pdyadz + @dzadx + Rdxady o 2 — forma de clasi C! in vecinitatea lui
K. Atunci ‘ '

foc=fd0t,

& K
sau mai explicit:

3. Formula [ui Stohes
305
[Payndz +de/\dx+RdxAdy=fﬂ[§£ N AP
oK ) 4 ox ay _az_ ’
OBSERVATIL 1} Pentru definirea integralei | S
: O se oat . oy TSI
aL p_ e folos] partuga ugltaj:u,

in aplicatii se face o descompunere convenahily
suprafati (ca in cazul compactilor simpli).

2) Este clar ¢i se poate generaliza formula 15 ¢
puncte "singulare" deci elementele de suprafat ce
de clasd C! "pe Portiuni”. Nu intrim in detalij

a borduluj K in elemente de

azul cind burdullm ;
definesc frontiera ¢

oK

Fig. XIIL. 11.

. 3. Formula lui Stokes

“Fieg:A-R? o pinzd parametrizatd (A  R2 fiind 0 m

COIleXr':i). ) Not%m A(u,v) €A si (xy2)ec R s olu,v) = (X(,0), Y, v),Z0,0)).
Reamlntjm €4 pinza este simpld daci ¢ este injectivd. Pinza se Jzice
regulati dacd ¢ are rang 2 in orice punct.

ulfime desch.is?:i- $i -

Un element de suprafatid bordati in’ R°
- Incit existd o .pinzi simpli si regulati
L. compact cu bord K c A astfe] incit S = [l
borfiul lui S si se noteazd 3S. Si observidm daci v : D — R° este o pinzi C2
echivalenty en P, atunct existd un unic compact cu un bord L = D aga fncit
wL)=S si \p(?{‘L) = 0S. In plis, daci 6 este o schimbare de parametru
b ¢=vo6, atunci 0K)=L si 03K = 3L, Deci notiunca de element de
a4 suaprafapé bordaté este obtinutd dintr-o pinzé (definitd in lectia a XII-a)
luind restric.tia unei parametriziri admisibile Ia un compact cu bord. Accentui
a fost pus aici pe imaginea pinzei. Aria elementului de suprafatd bordaty S -

ff IN,ldudv si este independenti de
K

este 0 submultime S c R? astfe]
de clasi C?, 9:A- R s un
- Mulfimea ¢(0K) se numesgte

se defineste ca aria pinzei ¢l deci ca
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Fie acum o. = Pdx + @dy + Rdz o 1 — forma de clasi C! pe un deschis A c R. , . .
Definim ' ‘ ' a.lj;(p « szd((P o)
In definitiv,

do = dPAdx + dQAdy + dRAz ={ F dx + Py + 9L 4z A dxc +
ox dy oz

%[.?JQ_dx+£dy+?2dz}/\dy+[_a£dx+£dy+iﬂidz}/\dz= .k s 5
ox ady oz dx dy dz _ : Aceasta es'te formula lui J G SToi(Es : g

_ [a_R _ de/\dz . ( P _oR )dz/\dx . (B_Q P de/\dy ‘ 1 J. C. MAXWELL) pentru elemente de Suprafai.‘é tiiga;al,gog (profeso;_ al

dy oz iz Ox ox oy = Pentlru a generadiza formula luj Stokes ja supraf, :
Deci do este o 2 — formd continui pe A. ] Te;l;liunm AS =S u ,5:2 U...U 8, de elemente ori'eziztiegerale’ vom consid
Fieo: A — R® 0(A) A 0 pingd trinata de clas O2. Avem . _ astiel incit S, si S; sd aibi eYentgal doar puncte ‘din o8, g S_“Prafaté bordat
29 : A — R, 0(A) < A 0 pinzd parametrizati de ¢ pentru orice | #J, lnte_rsecpa dS; M 3S; s4 fie sau vids sau'i 03, ( SJ)‘m comun penti
1 - formé& o de clasd C° pe A - 3 1nt%rsec1:1a a trei element{e diferite si aibd cel lmua}gmea unul are de clagy
d(e"0) = ¢'(da). . © s fle conexa (fig. XIIL. 19), "t un punct comun g

Demonstratia acestui fapt este o simpla verificare éﬁ—ajutorul definifiilor. ::f{j,, ' / -

Fie acum S un element de suprafati bordatd in R3, ¢:A > R? o pinzd
parametrizatd K c A, ¢(X) = S ca In definitia elementului de suprafati si KX
un compact cu bord orientat. Orientdm S considering clasa' de orientare (deci
elementul de suprafati orientat) definitd pe ¢. Aceasta revina la a considera
normala o

~ -(D¥.2) DZ,X DXY)
® \'Dw,v)” D@,v)  Du,v)

: e Ny S :

gi versorul normali unitari Al | ce caracterizeaz orientarea. Vom orienta
» :

dS considerind in mod natural orientarea indusi ¢,z de pe bordul lui K (9K
este o reuniune de imagini de arce orientate etc.). Astfel orientat, S devine un
element orientat de suprafati bordati. Se mai zice ¢ii orientarea pe S
este compatibild eu cea de pe 95 ("regula miinii stingi": parcurgind 95 in
sensul orientérii cu capul spre sensul normalei la S, S ridmine la stinga).

Fie B o 2 - formi continud in vecindtatea lui S si ¢:A — R® o pinzd

_ TEOREMA XIII. 7. (formula lui Stoke
parametrizatd, K c A, oK) = 8. Definim ﬁi = fﬁp‘(ﬁ). 548 observdm cd

e clasi C! in vecing 8)-Fieo = Pdx + @dy + Rdzo1 - formi

tatéa unei suprafete hordate orientate S Atunei

Jo-Ja

integrala nu depinde de pinza parametrizatd admisibili in clasa de orientare.
Sd ludm o = Pdx + Qdy + Rdz o 1 — formi de clasid C! in vecinitatea lui S.

Avem fou = f(p"oc din definitie. Mai departe, f o= _U(p*(dcx) = ffd((p*a). Dar
s & } 5 K ¢
pe compactul cu bord orientat se poate aplica formula Green — Riemann, deci

“(integralele se definesc ca




308 XII Formule integrale, elemente de teoria cimpului

4. Elemente de teoria cimpului

Fie U ¢ R® un deschis nevid.

Definitia XIII. 2. Prin cimp scalar in U se intelege o functie o : U - R, de
clasi C!, cu valori scalare. Un cimp vectorial in U este o aplicatiev : U — RB®

de class C'; componentele (P,@,R) ale lui v sunt cimpuri scalare.

Pentru orice ¢ € R, mulfimile {(x,v,2) € U | 9lx,v,2) = ¢} se numesc suprafete

de nivel pentru cimpul scalar ¢. Pentru orice punct a = (x5,y520) € U,

gradientul cimpului scalar ¢ in punctul a este vectorul
V.9 = grad,¢ = [a(p (a), e 2L, %9 (a)J

Cimpul vectorial Vo = grade asociazd oriciirui punct @ € U, vectorul V, ¢ si
se numegte cimpul de gradienti asociat hui o,

Se cunosc proprietitile de caleul ale gradientului. Adaugam 0 proprietate
geometrica lmportanta

" TEOREMA XIII. 8. Daci 9:U—R este un cimp scalar, @ € IJ si S este

suprafata de nivel trecind prin a, atunm gradientul V_ ¢, presupus nenul, este
normal la S.

DEMONSTRATIE. Trebuie arétat cd V ¢ este ortogonal planului tangent 7'.S.
Ecuatia suprafetei S este ¢(x,y,2) = ¢la). Fie V v e TS deci existi un drum
parametrizat de clasd C!, v: T — 8 situat pe S si existi toe { cuvty)=asi
Y(tp) = v. Punind Ve I, () = (t)y(®)z(t)), rezultd ox()y()z(1) = ¢la).

. Derivind in raport cu ¢, rezultd <V.,0, Yi£)y> = 0 si facmd t=tg, <V,0,> =0

deci V¢ este ortogonal pe v.

-

4. Elemente de teoria cimprlui

in U =g
rezulti

si mai general Vf{r)- F0)-L. Asadar, -V[ 1}—
-
rezultl un eimp de gradienti ¢ in deschisul I = g3

& F=~k_’.'3_=kv

Definitia XIIT, 3.

U c R® Pentru ori

div_v =

$t rotorul lui v in a,

r

i

[w
~ [t

~

409

\ {0}, numit efmpul newtonian realizat de O. Direct din defintie

Vr = grad(\/x2 +y2ag? )=(

N

zZ
y— |=
r

1.r .
= $1 cimpul newtonian

\ {0}, anume

[__J? V[_}F_J :

r r

Fie v = (P,Q.R) un cimp vectoria] de clasi 13
e punct @ € U, se pot defini divergenta lui v

intr-un deschis
in g,

g
—_ (a) il
e 5@ @

‘rotav=(g_f_(a) %R (o), aP(a)

~ Sunt definite astfel un cimp scalar

dx

&y

§lun cimp vectorial, rotw, en componentele

oR o], . AP N
—(a), 2 () -
ox ¢ ﬂx @ —537{&)}

divv=_a£+@_+.§5 o
dz

w=9E_09Q , _P_ R g op
E T T

>

EXEMPLUL 1. Dacé ¢ este cimpul scalar al temperaturilor (deci V (x,y,2) € U,
o(x,y,2) este temperatura in acel punct), atunci suprafetele de nivel ale lui ¢
se numesc izoterme. Un exemplu tipic de cimp vectorial il constituie cimpul
vitezelor ' particulelor (asimilate cu puncte) ale unui fluid sitiat tntr-un
recipient.

EXEMPLUL 2. Fie O un punct material fixat; pentru orice M # O se noteazi
r = OM (vectorul de pozitie) gir = |r|. Forta de atractie newtoniani realizati

. , a-my My p : .
de Oin Meste F=-_""1_"2T (4> 0 constant, m,,m, masele punctelor O
r r :

§i M); notind % = amm,, rezulti F= -k -L. Introducind coordonate rezulti

. Cimpul v se zice solenoida
1rota§10nal daci Vae U,

1. dive =

2, div(iv + w) =
div(o x w) = wroty — protw

3. dw(av) =.ad1w rot(av) =

4. div(guv) = (pdwv + <0,V

rot{v + w) =
» pentru orice mmpun vectori

J= (p> rot(gv) =
scalar ¢ gi orice ¢imp vectorial . ? e

lmUdacacheU div e =
rot, v = Q.

arofv, g e R constant;

0. Cimpul v se Zice

Dxrect din definitie, rezults urmétoarele reguli de caleyl:

0, rote = 0 pentru orice vector constant e; -
dive + divw,

rotv + rotw si
ale v,w;

~ ¥ x Vo, pentru orice cimp

r=_yz2),r =\/m $iF =

x
S
rd.

3

Y

rd

, .f.é. . Se obtine un eimp vectorial
" .

vr = 3, rotr = 0,.div(c % r) =0,rotle x r) =

A ‘ 2¢e, pentru orice vector constant

8. Daci ¢ §i v sunt ciinpuri de clasi Czﬁb), atunci

J
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div(grade) = div .aﬁ,_a.(f_,_aﬂ =_a_ _.a.(E +_a_% +“a__83 = .
ox gy Oz ) dx\dx dyl dy | dz{ 0z ,
= Ezﬂ + _EH)EE + 32.(.9_ =AQ
x?  y? 22
(laplacianul lui ¢, dupd numele lui P. LAPLACE, 1749 — 1827). Dupd calcule
imediate rezulta relatiile:
div({rotv) = 0 si rot(grade) = 0, v si @ de clasd 2.

310

7. Oricirui cimp vectorial v = (P,Q,R) i se pot asocia o 1 - formd
o = Pdx + Qdy + Rdz si o 2 — forma p = Pdyadz + Qdzadx + Rdxady, de clasa

C! pe U. Atunci

s (B _ 99 \goAdz + (2P - OB Yaade o 99 - 92 Jaxndy
dy oz dz  dx ox  dy

deci do are drept coeficienti componentele Iui rotv. in mod similar,

dp = (E‘E L9/, E]dx/\dyl\dz
dx  dy oz

deci este o 3 — formé# cu coeficientul tocmai tocmai dive. Aplicind lema lui

Poincaré, rezultd cd dacé do = 0, atunci existd ¢ astfel incit o = dg; aceasta

revine in limbaj vectorial: daci rotv =0, atunci local existd ¢ astfel incit

v = V¢. In mod similar, daca dff =0, atunci existd o 1 — form4 vy astfel incit

B = dy deci dacd dive =0, atunci local existd un cimp un cimp vectorial w

astfel incit v = rotw. Cu alte cuvinte, orice cimp irotational este local un
cimp de gradienti si orice cimp solenoidal este local un cimp de rotori.

EXEMPLUL 3. Fie E cimpul electric, B cimpul magnetic, variabile in timp si in
spatiu, considerate intr-un domeniu de studiu asimilat cu deschis U c R*. Se
noteazi cu p(x,y,z,t) densitatea de sarcind, J densitatea de curent gi cu ¢
viteza luminii. Din considerente fizice, J. C. MAXWELL (1831 - 1879} a dedus
ecuatiile urmitoare care ii poartd numele:
rotfi= - LB yotp -4 g+ LIE GivE - dnp,divB =0.
c ot . ¢ ¢ ot '

Dealtfel operatorii "div" si "rot" au fost introdusi.de Maxwell tocmail in
legdturi cu stabilirea i studiul ecuatiilor cimpului electromagnetic. Din
ecuatia secunda, aplicind div rezultd

0=47 Givg + 19 (divE),
c c ot ’

deci tinind cont de a treia ecuatie, se obtine’

dives + 9 =0
S 3t

4. Elemente de teoric cimpulyi

(numitd ecgaj:ia de continuitate). Daci B nu de
rptE = 0 deci E = Vy si ecuatia a treia devine Ay =
tip Poisson). In fine, daci o = 0 gi p = 0 {se spune atu

atunci notind A = _%_(E x B), rezulti
4n ’

pinde de timp, atune;
41_tp U(numits“l ecuatie de
el cd spatiul egie liber)

;
4
1
:

. - C -
divA Zl__dw(ExB)=%(Brot1«:dzrot,ws):
L [_ N 1_E_aE]=_ 14

a e ) wmat

4n 8n dt

Loy

deci punind ¢ = ,81_(32 +-E2) , se obtine
— £

. ap . .
divA + = =0 (ecuatia lui Poynting).

In cele ce urmeazi, ne 3
azd, ne propunem si retranscriem formulele i i
raﬁg‘r(a}fele antermﬂare in notatie vectoriald, asa cum sunt uﬁlllilzt:efraclig dat'e i Pie
z Zg ; ,Q,gt)izun cimp vectorial de clasdi C! intr-un deschis o ca ]Ei3 e‘ Obicel. Fie
porﬁﬁ; ! 1 - f:orma a§0c1a1.:é. Dacii v: {a,b] — U este un drum deglcla =;P(1x .
1, atunct eireulatia lui v in lungul lui y este integrala curbilin'asa ¢ pe
, ie
r= fo- [Pdx+Qdy+ Rz
e ¥ ¥
acé v_ este un cimp de forte, atunci o = <v,dr> = vdr
numeste lucru elementar, iar I' este numit lueral lui v inl

calculul efectiv al lui T, se utili i

. i ilizeazi o re

calculul se reduce la o integrald uzuals. presentare par
Teorema XIII. 6 se rescrie astfel:

aLde/\dz + QdzAdx + RdxAdy = fﬂ(divv)(h,dydz _
. e

{produs scalar) se
ungul lui v. Pentra
ametricd a lu v si

P o, ar

nr:ssfunnn;d) (I:ZZ jfé Zstedzo susrafajcé cu versorul - normald exterioary
Lita:tty), yndz = n,do, dzadx = ny,do si deady =

- A ( 1do, odo si dxady = n4do, unde do

xs:ex(ilzl;lentgl de arie pe suprafata oK. [Luind o paramet;izare locala
V), ¥ =ywu), z=2(v) pentru 9K, avem dyadz = Adusde, unde

A:_glaz_ayaz,

W o 2P dosir,xrjduAde siom- P dec

Ir,xr,|

n,de = (n4)do = Aduady = dxady]. Formula anterioard se rescrie atunci astfel:
[@ n)do - {[[(dive)dedydz .
K X

M intii i

duen;bm intii se mai nu311e§te fluxul cimpului vectorial » prin suprafata oK,

i lll)x iltziltmala exi:ltlarlpara n..Forr_nula Gauss — Ostrogradski se mai numeste
wergentd”. In particular, fluxul unui cimp solenoidal printr-o

suprafati inchisi (de tip aK) este nul.
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EXEMPLUL 4. Calculam fluxul lui v = (x,v,2) prin emisfera
S =+ 9% +22=R?% z>0), dupd normala care face un unghi ascufit cu
semiaza pozitivd Oz. In acest caz, )

n = versorul lui grad(x® +y2 2% = {f,l,f} unde r=y{x2+y2+22 |
r r

I3

Atunci fluxul creat este

L2 2 2 '
f(v-n)dc=f£iidc=frdc=fRdc=RariaS=2nRB.
s 5 r 5 5 '

Formula lui Stokes (teorema XIII. 7) se poate scrie explicit sub forma

dex +Qdy + Rde = J-(rotv ‘n)do
s 5

gl se mai numeste formula "circulatie — rotor". Asadar, circulatia I' a lui v

in lungul bordului 35 (curba inchisi) este egald cu fluxul rotorului lui

v prin suprafata S. In particular, circulatia unui c¢imp irotational in

lungul oricérei curbe inchise (de tip bord) este nuli.

EXEMPLUL 5. Consideram octantul de sferd
S=x?+y*+22=R%x20,y20,220}

si caleuldm circulatia cimpului newtonian v = La in lungu!l bordului d8 al Iui

- ,

S. Aplicam formula lui Stokes si rezultd .

— T= fv-dr = J.(rotv)-ndc = (, deoarece rotv = 0.
i3 3

5. 10 exercitit

1. 84 se calculeze, folosind formula Green — Riemann, integrala curbilinie

I=J‘ydx+2xdy,
¥

in lungul frontierei y orientate pozitiv a semicercului K = (22 + y2 < 1,y 2 0L

2. Fie P,@ funciil de clasé C! pe un deschis U < R?, astfel incit %ﬂ = .%_Q in U SA se
ly I

arate ca circulagia lui v = (P,@) In lungul bordului oricérui compact K U, cu bord
orientat, este nulid. Reciproca este falsi.

3. Fie f: A = C o functie olomorfd de clasa ! intr-un deschisA ¢ C, P = Ref, Q = Imf.
S4 se arate ci P si @ sunt armonice in A ( o funcfie u : A — R se zice armonicéa dacil
este de clasid CHA) si au = 0).

4. Fie ¢ un vector constant §i r vectorul de pozitie.

- 8. Determinati un potential scalar @ pentru cimpul irotational p =

5. 10 exercitii

a) 84 se calculeze dive, rotv pentru v = {¢ - rr si pentru v = r¥e xp)

b} 84 se arate ¢ rotr_?;.f. =grad; 7€ |
r re

5. 58 se determine un cimp vectorial v de clasa (1 in U=R3\ {0)
roty = (x,y,-22) i v este ortogonal pe Oz. ) asthel incit

6. a) Ba se calculeze, folosind formula G ‘
. , auss — Ostrogradski - :
E)=A (2xz,22,xy) prin suprafata inchisa 2% + y2 4 22 = 1 dupi Iglormsa(llz; efiE:I‘;l ¢ mpulut
ceeagi problem3 = —22%) pri , i iy
D) e sip ma pentru v = (2xz,2yz,—2z%) prin suprafata deschiss 2 - - 1,
7. 54 se calculeze, folosind formula lui Stokes, circulatia lui p =

D2 2 .
cercului {x* + y* = 1, z = 1} parcurs pozitiv o data in raport cq Og. #.2,%), in lungul

{Zxy x%+2,9), adica

v=Veg, §i un potential vector w pentru cimpul solenoidal v = (2xy -2 1), adica

v = rotw. :

9. Un lichid de densitate constanti ¢ se afly intr-
compact continul in semispatiul z < 0 {spatiul R? se
ogt‘:og(_)nal O.xyﬁz de versqri L, j, k). Presupunind cX presiunea creste proportional

a 1n81mea si c:‘lmpulvpresmnilor este v = czk, s se caleuleze fluxul Juj v prin oK (nun;: 1;
fo_r[:a ascensionali a lichidului) si s4 se deducs legea 1uj Arhimede I

un reciplent K, asimilat cu un
presupune raportat la un triedru

10. F‘ie b= (F,Q.R) un cimp de clasé C* intr-un deschis I/ c B%. O curbi v: I Ude
clasi C°, ()= ((y(6),2(8), se zice linie de cimp pentru v dac;i Ytel

——. 54 se determine liniile

vectorul - tangent# ¥(2) este coliniar cu v, deci E‘f = EJ.)_ -G
X r . R

de cimp pentru v = (9x,yz,2), v = (xy,yz,z).

INDICATII SI RASPUNSURI

LP=y Q=2v, 99 % 4 Atunci I=ariak-F.
dx oy 2

2. Circulatia este f Pdx + @Qdy si este nuld, folosind ipoteza asupra functiilor P,Q i
. JK . ;

i

formula Green — Riemann. Pentru reciproci, sa considerim P=-_2 _ @-_%

2Z+y2 xZ1y2

in U =R\ {(0,0)). Se observi ci a_P =3_Q in U si totusi circulatia lui v = (P,Q) in
. I

hingul cercului unitate x% + 32 = 1 este nenulid. Acest cerc nu este frontierd de compact,

bordat in I/,

8. Scriem ecuatiile Cauchy — Riemann: E_ _9Q oF . _gg' Atunci

2% dy @y ox

o sl AR R
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' #*Q _ 9Q _
2P 3P _ afoP), 9(oP =i_32+i[-£]= B _0,
M=?+W‘E[§x‘ ) wmY) v x) my v

conform teoremei lui Schwartz. La fel, AQ = 0.

3i4

4. a) Fie ¢ =er. Scriind pe coordonate, avem e =(ciCpcy) i 7 =(xyz) deci

@ = ¢1x + €z + Cq2. Atunci .
Vo = (0q,65,4) = €, dive = div(gr) = odivr + rVo = 30 + re = 4¢, iar
‘ rotv =grotr —rxVop=-rxec=ecxr.

Pentru v = ric x ;‘) avem dive = ridivie x r) + 2r{cr) = 0 ete.

. ‘ erd—(r-e)8r ;
- 1. re _ e
b rotric rrot_:%(rxc)=_iz-2c —(rxc)xV{_}gl grad__3 :

5
r r r r2 r r

5. Luiim deci v = (P,@,R) si din relatia dati rezulti

S99 9P, 9Q P g
: oz dz, ©  dx oy '
Atunci @ = —xz + Cylx,y), P = yz + Cyfx,y) 5i putem lua C; = C, = 0.

6.2) d= 2zdxdydz . Trecind la coordonate sferice, rezuita

22ayZegicl :
21 z 1
- r2si = in0do [ridr etc.
Q-ijfreose rzsl.nedrded(p ZJ-d(pJ-smS 9.!1‘ r ete

. . 2 .2
b) In acest caz dive = 0. Fie S, emisfera i S, portiunea din planul xOy cua” +y <1
Atunci

¢=Sjl(v.n)dc=sjl+g[-sj=sj -j=-3jmé[ (U'k)dﬂtdy:._izﬁdxdy:o_

2 SUS; 8§ 2

; "3: ' 2, .2
7. Avem rotv = (-1,-1,-1) gi putem lua S = portiune din planul z=1cux* +y = L.
Atunci cum n = E, circulatia este

"= [vedr= ndo = (-do = -ariaS = -7 .
r jgtl)dr Sfrotvncs i G = —aria

i ine 99 —2xy, 90 _y2. 2 9% _y Apci Tutim w = (P.Q,0).
8. Relatia v = Vg devine _a_x—2:!cy,W x+z, ~ y. Ap

9; Forta ascensionald va fi : .
P = fv ‘ndo = fff(divv)dxdydz = .Ufcdxdydz =¢volK = masa fluidului .
3K X" ) K

. - d .
10. In primul caz ﬁ‘ﬁ =iy_ = E Din ultimele dou& rapoarte rezultds 22 -dz deci
. ) 5

yz Zz . y
z =1n|y! + Cy; apoi dx .. 2.di deci x= C2-22. Liniile de cimp apar ca intersectia a doud
= ; 2 .
x z

— suprafete etc,

LECTIA A XIV-A

SPATII HILBERT, SERII FOURIER

EY
INTRODUCERE

Vom prezenta in aceasts lectie primele notiuni de spatii Hilbert, generalizarea
cea mai natural a spatiilor B* (€. Tn cadrul spatiilor Hilbert se dezvolty
teoria seriilor Fourier generalizate, teoria operatorilor, precum si teoriile
moderne de optimizare (legate de utilizarea tehnicilor geometrice bazate pe
produse scalare). Vom da apoi citeva rezultate privind seriile Fourier
trigonometrice, utilizate in Fizica moderns §1 In- telecomunicatii, prin
descompunerea semnalelor periodice in armonicele lor. ’

-

1. Spatii Hilbert

Spatiile vectoriale vor fi peste corpul C.

Fie H un spatiu vectorial (complex). Un produs scalar pe H este o functie
<,>:H x H - €, astfel incit:

D <x +y,2> = <ay> + <X, 2>, Vayze H,
2) <ou,y> = oi<x,y>, Vxye HgiVoae C,
3) <x,y>=<y,x>, Vxye H,

4) Ve H <xx>20si In plus, <x,x> =0 o x = 0.
(Reamintim c# pentru A e C, X este conjugatul Tui A).
Se deduc imediat si proprietitile:
B) <y + 2> = <x,y> + <x,2>, Vayze H
6) <x,ay> = o<, y>, Vxye H Ve C
Notiunea de produs scalar abstract a fost introdusd de marele matematician
german DAVID HILBERT (1862 — 1943).

Definitia XIV. 1. Un épalziu p‘rel;ilbertian este un spatiu vectorial H,
impreund cu un produs scalar pe H. Un spatiu unitar este un spatiu
prehilbertian finit dimensional. o

OBSERVATIE. Cu o modificare evidents in condifia 3, se obtine nofiunea de
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produs scalar pe un spatiu vectorial real si nofiunea corespunziitoare de
spatiu prehilbertian. Spatiile prehilbertiene reale finit dimensionale se numesc
spatii euclidiene.

Fie H un spatiu prehilbertian. Definim [x[ =y <x,x> , pentru orice x € H.

Inegalitatea lui Schwarz (G.K.A. SCHWARZ, 1843 — 1921):
|<x,y>| <dxb iy, Vxy e H

DEMONSTRATIE. Avem <cx+oy,x+oy>20, Vaxyel, oeC dec
<x,y>
<y,y>
si vom obfine inegalitatea doritd. Dacd y =0, inegalitatea este banal
verificat. ‘

<x,%> + 0<x,y> + 0<x,y> + |0 {?<yy>20. Dacs y # 0 54 ludima = -

Se aratd cu usurintd ca:
a)lxf 20 pentruoricex e Hsifxl =0 x =10,
b) x| = |o| xl, Vx e H, ¥V o e C,
) Jx+yl S el + Iyl Vay e H »
Pentru c¢) se utilizeazd inegalitatea lui Schwarz. Asadar, orice spatin
prehilbertian H este un spatiu vectorial normat, in mod .canonic (cu norma
I} mai sus definitd), deci si un spatiu metrie, cu distanta ’

dxy) =iz -yl=v<x-y,x-y> ,Vxye H

Definifia XIV. 2. Un spatin Hilbert este un spatiu prehilbertian complet. In
particular, orice spatiu unitar este un spatiu Hilbert.

EXEMPLUL 1. Spatiul H = C* este Hilbert relativ la produsul scalar,

I .
<x,y>= Y %3, V= (@he0%,), Y = Ope,):
i

EXEMPLUL 2. Fie (X,4,n) un spafiu cu misurd. Pe spatiul vectorial L}z{(p)

(lectia a X — a) se definegte produsul sealar <f,g> =ff§du. Se obtine un
. X
spatiu Hilbert (norma indusé este | |,).

Un eaz particular important este X = N sl p mésura de numdrare. fn acest caz
notim Lr%{(u) =% Avem

12 ={(x,), | %,€C, ¥ |x, |2 <=},

cu produsul scalar <x,y>=Y. %7, , x=0),, ¥= o -

n

1. Spatii Hilbert

Fie H un spafiu Hilbert. Dacix,y € H , Spunem ci x este ortogong]
<x,y> = 0. In acest caz seriem x L y. Pey daca

TEREOREMA XIV 1.
Dx+y i +llx-y1% =202 + 134, ¥ xy e H,

2) Dacd x Ly, atunci |x P =dx)? e Iy 2.

3) X, =X, e <x,l,yn> — <X,¥>.

Demonstratig este o consecinti i P "
ta imediati a definitiilor, | x + VI = < & 9%ty

etc. Identitatea 1) este regula "paralelogramului" jar identitatea 9)

n h b * .
generalizeaz3” teorema lui Pitagara.

OB{?‘?VATIE Ste poate demonstra ci regula paralelogramului caracterizeazs
spatnle normate pentru care norma provine dintr b
- _u i
descris mai sus). P 1 produs scalar (in modul

Delacé x & H si A < H, spunem ci x este orto
orice y € A. Scriem in acest caz: x 1 A,

Daca A,.B « H scriem A | B daci x | Yy pentru oricex e A, y e B

Penj:ru A c H, A nevidi, definim A = lr; x L A}, Se ara;tg cu u intd e
daci A — H, At este un subspatiu vectorial gi un fnchis al Iuj H ?;1112;?1;3

gonal pe A daci x | ¥, pentru

vectorial inchis),

:I‘EOREMA XIV. 2: {teorema proiectiei). Fie H 1 © H un subspatiu vectorial
inchis si @ € H. Existi un unic P € H astfel incit

Die-pl<ia-xl, Vx € H;
2{@-p)LH,.

DEMONSTRATIE. Fie o

TRA =inflla -z, x e H,). Pentru orice n > 1, natural exists
%, € H, incit

osla-x <o+ L

_ n
Folosind regula paralelogramului penfru x,, - a, x, — a, deducem

_ 2 2
be, + 2, - 2a]® + Jx, - 2 = 2, - al? + Ix,, - al?.
Deci

O<hx, -, 02 =20, -l + |x, ~a)?) - |x, +x,, - 2af?<

L2 +4ai+i}
m2 n m,

deoarece
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AL LYY

b——

Sirul (x,), este deci un gir Cauchy in H,. H, fiind inchis in spatiul Hilbert f,
rezultid complet deci existd p € H, astfel ca x, — p. Deducem [a - pj = o 51
deci 1). :

Daca p’ e H,, la —p"ﬂ Lla - x|, ¥VxeH,, urmeazd ci l]a—p/ii = |la-p| = ¢

Din regula paralelogramului (pentru ), avem

¥

a-p a-p’
2 2

7 ) _ - .
ua~£*2inf’-+np_21nz=2||azpnhzu.“ 2p 12=02

/ /
Dar uzélla—f_;iﬁz chici P;P cH,. Deci |Ip-p1=0 si p=p (deci

unicitate). S& arétam c¢i (@ — p) L H. Fiex € Hy, x # 0. Pentru A € € avem
la-p-MxP=<a-p-lx,a-p-hx>=
=[|a—p|]2—'/C<a—p,x>—?\;<a -p,x>+ |?~,|2|!x||220t2
{cici p + Ax € H,). In fond
T<a-p,x>+A<a -p,x>- A2 x]*<0.

<@ -pLa>

<
rezulti (@ - p) Lx, Vx e H,.

Ludm 2 = giobtinem <a - p,x>=0.Cum pentrux =0, (@ — p) L x,

COROLAR. In conditiile teoremei de mai sus, H = H; ® Hy (sumi directd,
adicd orice element x € H se scrieunicx =z +ycuze H,ye H{}.

OBSERVATIE. In tecrema XIV. 2, p este numit elementul de cea mai buni
aproximare a elementului ¢ € H cu elemente din I7,. De asemenea tabloul
"geometric" al teoremel XIV. 2 este clar: elementul p se obfine "proiectind" a
pe H;. '

TEQREMA: XIV. 3. (F. RiEsz, 1880 - 1956)..Fie H un spatiu Hilbert st
T :H — C o functionali liniard si continui. Exista si este unic ype H
astfel incit T(x) = <x,y>, ¥V x € H gi In plus [T] = ly4l.

DEMONSTRATIE. Unicitatea lui y, rezultd imediat céici dacl <x,y> = <,y >
vV x e H, rezultd <x,y, - y'fT>_ = 0 pentru orice x € H gi deci y, = y"T.A

Pentru a ariita existenta, s notdm H; =Ker T'={x e H; T(x) = 0). H, este
un spatiu inehis in H. Si presupunem H, # H ciici cazul H, = H este banal
(T=0,y,=0.

1. Spatii Hilbert
. 319

Existd « € H - Hy, a 1L H, {corolarul teoremei proiectiei).

Definim yp = @) a.Dacixe H, x;=x- )
el . T(a)

<xy,vp> = 0. Rezultd

a este un element iy H, deci

<X, Yp> = Tlac) <a, Ta) a>=T{x).

L@ al?
in plus,
171 = sup | T(x)| = sup |<x,y,>| < su -
a Ixksl | nxnsll id ||x|r£1"xl|”yT” 71
i
T = KA
1T = sup |T(x)|> | | = Iyl
Jxy<1 : Iy pi

asa ¢ [T] = |ypl ¢ teorema este demonstrati. -

O familie (ej)jE s de elemente ale unui spatiu Hilbert H se zice un sistem
ortogonal dacd e, | e, VEk#p.

UP sistemuortoigonalu(ej)j e 7 Se zice ortonormal dac# in plus lel =1,V e dJ.
5S4 observam e daci (e;); c 7 este un sistem ortogonal si nu contine pe 0 & H,

atunci (¢)); . ; este o familie liniar independenti

: si (e / e}, formeazi un
sistem ortonormal. e

Definitia XIV. 3. Fie (ej)j ¢ s un sistem ortonormal in . Pentru fiecare x € H,
numerele a:j(x) =<xe>, J & J se numesc coeficientii Fourier (J. FOURIER
1768 — 1830) ai elementului x, in raport cu sistemul (e); e g

Nl_lmele lui J. Fourier, mare matematician francez, guvernator al Egiptului pe timpul
lui Napoleon, este cel mai intilnit in intreaga literatur4 stiintifica.

Fie {ey,...,e,] un sistem ortonormal. Avem
1

n
EXDY a;@e;[<)x -y oe;|, pentru orice o,...,0, € C.
1 i

In -adevar,

n 7n n
12 -3 oye, P =<x SICTIELD Otfei) )
1 1 1

=12~ 3 50,60 - 3 ey + 3 10y 15
1 1 1
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Szl2 -3 la@ 2+ Y jafx) - ol
- 1 1

Deducem cu uguringa -

Inegalitatea lui Bessel (F. V. BESSEL, 1784 — 1846). Daci (e )pen este un
sistem ortonormal, atunci pentru orice x € H, -

¥ a2 < fxl?.
n=0

Definitia XIV. 4. O baza ortonormali a spagiului Hilbert H este un sistem
ortonormal B = (e,), .y astfel incit subspatiul vectorial generat de B sd fie

dens in H. .
Reamintim ci o submultime A c H este densa daca orice element din H este

limita unui sir de elemente din A.

TEOREMA XIV. 4. Fie B = (en)neg o bazd ortonormali in H. Atunci pentru

orice x € H, seria ¥ a,(x)e, converge cifrex (in H).
. n .

n

DEMONSTRATIE. a,(x) = <xe,> Fie §,= Y ak(aé)ek si £€>0 arbitrar. Din
. k=0

ipoteza de densitate rezultdi cd existd n, si yeH,
ffo:---sen,) aga fincit |x -yl <e. Evident pentru n2zn, y < H, (spatiul
generat de €gyees€p) 5L 2 — S e -yl <¢; deci S, = xin H.

(spatiul generat de

COROLAR. In ipotezele de mai sus,

el = Z:o lat, ()|

(egalitatea lui M. A. PARSEVAL, 1755 — 1836). Aceasti egalitate este 0
extindere a teoremei lui Pitagora. '

Definitia XIV. 5. in conditiile teoremei XIV. 4, formula
2= 3 a,e,
n=0

se numeste dezvoltarea Fourier a lui x in baza ortonormala (e,),, sau seria
Fourier a lui x. :

Se observi ci dacd (e,),. este o bazd ortonormald in H, atunci aplicagia
x = (a,(x)), este o izometrie a lui H pe 12 (izometrie aici inseamnd bijectie
care conservi produsul scalar). :

Vom incheia acest paragraf ca un exemplu fundamental.

[

s
T
i

T S

A

1. Spagii Hilbert

u 2 _ 2 . 1 - o
Fie L =Ly m(dn). unde duzgdx si dx misura Lebesgue. Considerim
ln‘ = e n e 7. Familia () este in mod evident numaérabild si o considerim
dispusi in girul
1,e% g7 g2 g72%
Este un exercitiu simplu de a ardta ca (') este un sistem ortonormal in L2
Se va arita in paragraful urmitor cd acest sistem este chiar o bazﬁ'

" 2 e s " . :
ortonormalid. Pentru fe L coeficien{ii Fourier (in raport cu aceasti
bazd) vor fi ’ '

1 (oo
n= n,( = — i
¢, =¢,(f) o :£ﬂx)e dx‘

T bis
(produsul scalar in L este <f,g> = ffg?dp . Jfgdx ).
. o 2r -

Seria Fourier pentru f va fi _
Z Cn{ﬁ e fnx ,
. neZ
iar sumele partiale sunt polinoamele trigonometrice

3

s x)= Y e (He™ .

k=-n

Din cele ardtate mai sus, s, = fin L?si

- T
EZ e ()12 = If]2 =_2_15 j |fz) 12dx (conform egalititii lui Parseval).

Mai mult, daci (c,),. 4 este in I* (adica ; le, 12 < + o), sirul de polinoame

n
trigonometrice P, (x) =% ¢ e'™ converge in L7 catre o functie care are (c,)
K n
=

drept. coeficienti Fourier.

Consideram acum-pe (-m,7) misura dn = Lax si spatiul L? corespunzitor
P ,

s T
acestei misuri, eu produsul scalar <f,g> = .1_ jfgdx. Fie sistemul ortonormal
, T
-
{chiar bazi ortoncrmald):

1 . ) .
_:2_,cosx,smx,cost,sm2x,...,cosnx,smnx,... ,neNn=z=1




'
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Avem pentru e L? coeficientii Fourier (clasici)

kS
"= 1 fﬂx)cosnxdx ,n=0,
T
-1t

n
1 .
=~ | fx)sinnxdx, n =
T
si seria Fourier corespunzitoare

f— 2 + E (a,cosnx + b, sinnx)
n=1

dezvoltarea fiind valabila in L2
Folosind formulele lui Euler,

inx e-inx . inx _ efinx

cosnx =~ sinnx = )
2 21

se stabileste imediat legatura intre coeficientii Fourier ¢, (N, a, (), b,(f); anume,
a a, -ib a, +ib
0 n n n n
T —y CpF———, €T ———, = 1,2,..
2. 2 2

2. Convergenta seriilor Fourier

Dacd f: R — C este o functie periedicd de perioadd 2r pe R 51 astfel incit
fe L[ <. i Taport cu miasura Lebesgue, se pot defini coeficientii Fourier

e, (f) = %_{ﬂx)e'”*xdx L ne 7

Il
]

. .
a,f)= 1 Jf(x) coshxdx , n
T

Il
—

T
b= 1 jﬂx)sinnxdx, n
T

si seriile Fourier corespunzitoare

f- Z:C e, f~

unde ~ se citeste "seria asociatd functiei /.

+ E (a,cosnx + b, sinnx)

XIV. Spatii Hilbert, serii Fourier

2. Convergen{a seriilor Fourier 393
Problema care se pune este studiul convergentei seriilor Fourier. Am vizut in
paragraful precedent cum se prezintd situafia in L* anume convergenta in
norma ||y, numitd "in medie patraticd". Sunt insa de mare interes si alte
tipuri de convergenta (punctuals, uniforma etc.) In vederea acestul studiu a
fost consideratd si ipoteza periodicitdfii functiei f avind in vedere
periodicitatea functiilor €™, cosnx, sinnx. Vom nota

D, (x) = Z e (mueleul DIRICHLET, 1805 — 1859) si
k=-n

Kn(xi‘: 1 Y D, (x) (nucleul FEJER, 1880 — 1956).

n+lpoop

TEOREMA XTIV, 5. Avem

sin(n + i)x
VD)= %

X
5111.—

, n=0,1,..

2) K, (x) = 1 1-cos(n+1lx =01,
n+l 1 - cosx

3 [D,dx = [E@dr-2m, n=0,1,.

HE 208 Klos_—__2 , pentru 0 <§ < |x| <.
(n+1)1 +cosd)

DEMONSTRATIE. (e — DD (x) = "™+ —

¢ Se multiplica identitatea cu e ™
si se obtine 1).

e

Din (n + DK, () =Y D, (x) se obfine imediat formula
0

(n + DK (x)e™ - 1)e™ - 1) =2

ei(n+1):\: _ e——i(n+1]x,

de unde 2).

3) rezultd dintr-un calcul imediat, iar 4) se obtine ugor din 2).

Fie acum

Sn.(x) = Sn(f:x) = E cn(ﬁeikx

k=-n
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Avem

-n

_1K nik(x—t).ﬁ.]-n <._=1n 2
s j DY, eetdi= f AOD, -1 = j fl =D, )t

sl
_Sglx) + et 8 ,,(x) _

n+l

o, (x)

1 bio
%_J;ﬂx “HE)dt.

TEOREMA XIV. 6. (Fejer). Fie f: R — R continui ‘gi de perioadad 2n.

. uc
Atunci g, — f pe R.

f

T
DEMONSTRATIE. G, (x) - f(x) = 2i [ftx - &) - e K, ()t . Fie M > 0 astfel incit
) T
~R

Ax)| <M, VzeR Dack £>0, 35,>0 astfol incit |x-y| <3, si

| implice |flx) - fly)! <% (f fiind uniform continui !). Alegem N astfel incit

pentrun =N, 8 5 |¢[ < sd avem Kn(t)sz% . Vom obtine
5 . T
[ 1A -1~ f) K@< [Epadt =z, ar
-5 -7 a

-5 . b T
:£|f(x—t)—ﬂx)lKn(t)+3r|ﬂx—t)—ﬂx)lKn(t)dtsfﬁ:£2M=ns ,n=N.

in definitiv, ,
o, x)-flx) =«

dacin =N si V x € R si teorema este demonstrata.

COROLAR. Daci f,g sunt functii continue, de perioadd 2 pe R si au aceiagi
coeficienti Fourier, atunci f = g.

S observim ci teorema XIV. 6 poate fi interpretaté i in.felul urmétor:
Daca f este continui in [-n,n], A-n) = fin), atunei pentru orice £ > 0 existd

un pelinom trigonometric Tx)=0g+ ¥, (o,cosmx + P, sinmx) astfel incit
. m=1

IAx) — T} < ¢, Vx e f-mal in definitiv f se poate aproxima uniform cu

polinoame trigonometrice.

2. Convergenia seriilor Faufter 395

Insa daci f:la,b] >R (sau C€) este o functie continui, atunei

gx)=fla + (b -a)) este continui pe [0,n]. Extinzind pe g la [~nx] prin
T :

paritate, rezultd ci g se peate aproxima uniform cu polinoame trigonometrice
pe [-rm). Dar polincamele trigonometrice se pot aproxima umiform ey
polinoame obignuite pe [-m,n} ciei functiile sin, cos sunt sume de serii de
_puteri convergente pe toatd dreapta real. in definitiv g se poate aproxima
uniform cu polinoame pe [0,], deci f se poate aproxima uniform cu polincame
pe la,bl. S-a obtinut astfel _ !

TEOREMA XIV. 7. (WEIERSTRASS).. Orice functie continud pe un interval
compact se poate aproxima umiform eu polincame.

Ca un corolar al acestei teoreme, deducem c# sirul de funcii (e}, .., este o
bazd ortonormali in L? (cu notatia din paragraful precedent). n adevir,
functiile continue sunt dense in L? (teorema IX.11.) si polinoamele
trigonometrice sunt dense in multimea functiilor continue (in eonvergenta
uniforma care implicd desigur convergenta in L?).

S4 ne intoarcem la problema convergentei seriei Fourier pentru fe Lil_x -

T R

R e B

Avem
E --,1 n . . ".
s =" | R = £YD,()dE
Folosind paritatea functiei D, putérﬁ serie

1 .
5,(x) = %—Jn.f(x +1)D, (t)d¢, deci

. . n sin|n + _1_
SO R §,(x) - flx) = L f[f(x +8) - fool J_lz dt.
: -2 2 < .

SiIl.—
9 -

LEMA (lui Riemann}. Daci g eL[i,b} , atunci

b b .
I}I_I)nwfg(x) sinkxdx =0 gi gl_l)n;fg(x)cuskxdx =0.
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DEMONSTRATIE. Daci g este de clasi C! pe [e,b], lema rezultd integrind prin

~

parti. In cazul general, se utilizeazdi densitatea functiilor de clasa Clin

spatiul L[a e

TEOREMA XIV. 8. (U. DINI, 1845 — 1918). Fie f o functie de pericadi 2m,
fe LE n,x astiel incit pentru x fixat si existe §> 0, cu proprletatea ca
1ntegrala

' 5 . .
ke flx + £) - flx) d
() il———t |de

si existe. Atunci s, (x) = ).
n o
DEMGNSTRATIE.‘ Din relatia (*) rezulti:

5,08 - fl) = L fﬂxﬁ) e ¢ sm(n + }:dt.
' 2y t 2sint

~ Din conditia (**) si lema precedents, deducem
s ,(x) . _—))wf(x_) .

Teorema este demonstrati. Dacd de exemplu f este continud in x $i are
derivate Iaterale finite in x, atunci conditia (**) este indeplinita.

OBSDRVATIE Dacé in teorema precedentd punem conr.hi;la sé existe flx ~ Q),
flx + 0} (limitele laterale) si integralele

fﬂx+t)—ﬂx+0)dt, J‘ﬂx+t)—f(x+0)dt’
i U £

atunci va rezulta cd

fx+0)+flx-0)
3 .

5,(x) =
Deci am demonstrat.

TEOREMA XIV. 9. (DIRICHLET). Daci f: R — R este o funcfie mirginitd
masurabili de perioadd 2m, avind pe [-m,%] un numér finit de discontinuitati
de prima speti si derivate laterale finite in fiecare punct, atunci seria Fourier

fa+M+flx-0) .

5 , In orice punct x € R.

Presupunind ci f: R — R este periodicd de perioads T = 2[ (I > 0), in loc de
9m, atunci toate rezultatele anterioare rédmin valabile; in acest caz coeficientii
Fourier sunt

a functiei f eonverge punctual citre

g T R

2. Convergenta seritlor Fourier

= -—fﬂx)cos X dx, n = 0

= %_fﬂx)sin m;x de,n 2 1-g.i

RT[I

-1 fﬂx)e T,

Teorema XIV. g se scrie astfel:

f(x+0)+ Rx-0) _ nmx ‘ nmrx i
R 2+nz=:1acosl+bsm ]Ece

n=-oca

Comentariu. 1) Daci fit),t € R este un semnal continuu, periodic (de perioads 21),
. i

verificind conditiile teoremei XIV. 9 a lui Dirichlet, atunci coeficientul S 1 fﬂt) dz?
2 2n v

=1 LT : . s -
reprezinti mecha Iui £ pe intervalul [-m,n], iar termenul a,cosnt + b sinnt, n 2 1 cu

. r. . 27 . . ", .
pericada principald 2= | se nume§te armonica de ordin » a semnalului £, Formula
n

=+ E {a,cosnt + bnsmnt)
n-1

se interpreteazi ca descompunerea semnalului £ § m armonicele sale. In modificarea
semnalelor unele armonice trebuie atenuate si altele amplificate. O problemi
complexd, de mare insemnétate practicsi, este cea a separirii semnalelor utile de
zgomote (numitd problema filtririi),

2) Sirul (¢, (), .7 se mai numegte spectrul semnalului f, Spectrul este bine determinat
de f si invers, [ este recuperat a.p.t. prin cunoagterea coeficientilor ¢, Este astfel
evidentiat un feromen matematic remarcabil: entititi continue sunt expnmate prin
entitati discrete, fenomen numit "dualitatea analogic — digital”.

EXEMPLU. Fie functia f:(-m,r) > R, flx)=x si J functia obtinutd a.p.t.

prelungind f prin periodicitate la intreg R. Aceasta va fi o functie impar# si

satisface conditiile teoremei lui Dirichlet. Coeficientii Fourler vor fi
2=0,nz0sb, -_fﬂx)51nnxdx (—1)”*1,n21.

Rezulti ci Vx e R,
ﬂx +0)+flx - 0) _

E b, sinnx
. 2 n=1
st pentru x € (-x,x), se obfine
i n+l
x=2 E (- 1) S sinnx.
in particular, pentru «x = T ova rezulta ed 1 - .l. + .l - _1 +..=0,
2 3 5 7 4
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3. 10 exercitil

1. Fie H = R", cu produsul scalar euclidian gi L : H — R o aplicatie liniard continua.
§x se arate ca existd si este unic ¢ € H astfel incit L(x) = <¢,x>, Vre Hd

2. Fie H = M, (R) mulfimea matricilor m x n cu coeficienti reali. Pentru orice A,B e #,
se noteazd <A,B> = urma matricii patrate ATB. S4 se arate ci se obfine un produs
scalar pe H (urma unei matrici pitratice este suma elementelor de pe diagonala
principald).

3. intr-un spatiu prehilbertian real H, se spune cd un git {x,) converge slab ciire
o H daci Vy € H, <x,y> — <a,y>. Si se arate cd dacd x, »a in H, atunci (x,)
converge slab ciitre ¢. Reciproca are loc in R", dar nu in general. :

4. a) S4 se arate ci in orice spatiu euclidian existd o bazi ortonormali.
b) Indicati o baza ortonormald in spatiul 2 ‘

5. 34 se arate cd aplicatia f: T {xgetpdg,-.} o {,%,.. 1 este R - liniari, continud, -

surjectivd dar nu injectivi.

6. a) 94 se arate ci spatiul Banach EM[O w2 €1 norma "sup” nu poate avea o structuré

de spatiu Hilbert. o
b) Sa se arate cii spatiul prehilbertian C[lu,zﬂ] cu produsul scalar<f,g>= fﬂt)g(t) dt
ny este un spatiu Hilbert. . . 0

\

7. 93 se determine coeficientii Fourier a,, b,, ¢, pentru functia - - -

1, =xec(0,n]
flx) = .
, ) -1, xe(-n,0
-~ prelungitd prin periodicitate la intreg R. e .

8. Si se aplice teorema lui Dirichlet 'pentru functiile urmétoare extinse prin
~ periodicitate la R: :

a) flx) = jx|, Cxe {-nal; .
b) flx)= %2, . xe (-mal - , )
) _f[x) =x+ 1, xE {~m,m].

9. Fie f: RoRo functie periodicd de pericadd 2m, satisfacind conditiile teoremel
Dirichlet. '

. T
a) Daca f este pard, si se aratecid b, =0, n2 1%l @, = Ejﬂx)cosnx ,n=0.
n
0

T
b) Daci f este impard, si se arate cia, =0, n 2 0sib,= _Z_J.ﬂx)sinnx ,pzl
) ki
b

10. Daci f satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, s4 se arate c& a,(f), b,(H), c,() §i
¢_,f) tind catre 0 pentru n — «=.

3. 10 exercifil

328
INDICATII ST RASPUNSURI
1. Fie {e,2q,...,¢,1 baza canonici in R". Pentru orice x € H, x = i
P a;e;=(ay,..a,) cu
i3
a; € RsiLix) =Y a;Lle;) . NotdmLie) = ¢, 1 i < n,deci L(x) = i c.a = <o ps UDAE
£ ] 3

-1 i
i-

n
e={ey,...,e,) =) ¢;e;. Unicitatea lui ¢ s& demo fal:
yeersC ;_z:] e emonstreazd astfel: fie d ¢ B astfo] incit

<¢x> = <d,x> deci <c —dx>=0, pentru orice x = ]ﬁ” Lui
R 3y ) - u1nd = —
le — d] = 0 deci ¢ =d. Se poate aplica gi teorema XIV.3. v=e-d, rezulta

2. DaciA =(a;),B=(b);12i<m,15j< i 33
i i »1£j<n,atunci <A,B> =iz:1 E1 ayb,; . Se verifica

. [ B J.-

ugor proprietitile produsului scalar.
g.<<xu,y> - <a,y> = <x, - a,y> 81 conform inegalititii lui Schwarz
D_ |v<x" -ay> = x, —‘a||-|b/ﬂ. Conform lemei clestelui, rezulti <x V> = a1, >,
aciix, — o slab, atunei <x,.e,> -» <g,e,>, pentrul < k < ndeci coordonagéle luix ifnd
i

catre coordonatele lui o §1 caa i iR" i = 2
are ¢ 1n no i
t s Xy — rma [ui R". Fie H LE P Pentru orice

. s
z . H
e H, avern Hm i i i i
f ”L mofﬂx) sinnxdx deci <fisinnx> — 0 pentru n — «. Agadar [sinnx} — 0

‘a . T . "
slab in H. Dar [sinnx| = T nu tinde citre zero.

4. a) Se consi_d.eré un s-istem liniar independent care se ortogonalizeazi rrin nrocedeul
Gram - Schmidt. Apoi se normeazi vectorii {a norma un vector v # 0 inéeamné a
considera vectorul _Y ). ‘
fuld
p) Fie e; = .(l,f),(),...); €= (O,‘l,O,...); e;= (0;0,1,0,...). Acesti vectori din I* sunt liniar
independenti $i orfogonali doi cite doi; apoi fle;)l =1, V22 1. Orice x € P ox=(x,) "
? ninz

scrie x = 3 x,e, sica atare, x este limita unui sir de combinatii liniare de vectori %
-1

o

, : _ 2 -
5. Pentru orice x = (x,),., din I* avem ||fx)|*= ) xig ¥ xi - fx|? deci [Ax) < [x].
n=-1 n-0

R?fulta cd f este continué. Restul este imediat. Aplicatia f se mai numeste "functie de
giftare".

6. ﬁ) Ludim f=sin, g = cos. Atunci =1, lgl =1, If+gl=v2 If-gl=1 si nu se
verifici regula paralelogramului. '

b) Trc'abme p.rodus un gir Cauchy in H care nu este convergent. 34 considerdm V n = 1,
functia continui £, : {0,2r] - R gi g : [0,27] — R date prin



330 X1V. Spatii Hilbert, serii Fourier )
0 dac xe{O,%}U[STH,Zn:\
1 decs xe .13 1 o an _SUBIECTE DATE LA PROBA SCRISA
£ = ( . J 2( no 2 1]"' gl = 1, dacd "E(E—g“] A EXAMENULUI DE "ANALIZA MATEMATICA"
nx—% dacd ~ xe %,%-*..E | 0, in rest

Pentru orice m,n 2 1 avem

2 Prezentim dofta subiecte coinplete date la examenul din anul I — falcultéj;i

2n, T

I~ Ful?= f(fm(x) -fdr< 2 i lim fﬁ’n{x)—g(x))zdxzo. electrice, sesiunile din iarnid si vari, la Universitatea POLITEHNICA din
s . oo neey - Bucuresti. Timpul de lucru : 2 ore.

Asadar, sirul (£} este Cauchy in H, dar nu converge citré o functie continui.

x 0 dacid n par
1(. _ Anoi
- Sinnxdxr =4 4 dacs 7 impar’ poi
v 0

0
7. Avema,=0,n>0gi b, = 1 f—sinnxdx +
. T nmn -

ap-ib, . a, +ib 3 ‘A. Sesiunea - iarni
c=0, ¢, =_”2_” ic,=—+__"" pentrun 1. Se observi ci a, b, ¢, converg oo

citre zero. iterii i i
1. Criteriile lui Abel i Lebniz; enunt si demonstratie.

T ——

4
8.a)b =0nzlay=may =004, ———.
P n 1] 2k 2k +1 ?t(2k+1)2

3 _ 1y
b) a0=ET3E—:an=4( 21) , b,
n

2. S4 se raspundi la urméatoarele dousd intrebari:
a) care este dedsebirea Intre PC §i UC pentru sirurile de functii ?

e SN

=0,Vn21ete . . x3 o5
b) se stie ¢ sinx «x - T + ﬁ. ce se obiine pentrux =5 ?

9. Daci f pardi, atunci flx)cosnx este pari, iar flx)sinnx este impard. Dacd f este 5

impar#, atunci flx)cosnx este impard gi flx)sinnx pard. Reamintim ‘apoi ¢ dacd B 3, Daci f:R SR este continui $i aeR, si se arate ci muliimea
;- - - . e _ . . M ={(xy) € R | flxy) < a) este deschisi. Dati exemplu de / si @ pentru care M este
g : [-a,al — R este integrabild si impara, atunci fg(x)dx:O iar dacd este pard, P conexA, dar nu convexd.
atunci fg(x) dx = 2 J‘ ) dx . 4é 5S4 se determine e?{tremele functiei flx,y,2) = 2x +y + 2, cu légéturile 4yt = 4,
4 S ¥ +22=3 y50. Interpretare geometrici.

10. Dac f satisface condifiile teoremei lui Dirichlet, atunci fe Lll-n o S aplicim lema

lui Riemann. Rezultid

T
lime,) = i lim | fAx)cosnxdx =0

foon Trre B. Sesiunea — vari
si similar: ' ' E
limb,(f3=0. .-‘.
. o R e . \ E L. Functiile Gamma si Beta; definitie, proprietifi.
. _ ay — Ibu - ay * tb” ] i 0 .
Apei ¢, = y Cp = decie, = O sic, — 0. _ ' -
, 5 P 2, a) Justificati importanta formulei Gauss — Ostrogradski.

' b) Dati exemplu de o proprietate care are loc a.p.t. dar nu peste tot.
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3. 54 se arate ci J‘fsm(x +y2dxdy< T

1yz<1

4. Dacé x ¢ (0,2n) si se arate ¢4 Y fmax T ;x .
‘ r=-1 R

INDICATII

A. 2, a) UC = PC; invers nu.
' 6 56
b) Eroarea absolutd in formuld este Si’cﬁ_‘ = %< 22, ceea ce arati ci este o formuli

grosierd, Ea devine utili doar in vecinitatea Iui x = 0 deci pentru [x| suficient de
1

mic {de exemplu pentru [x} < 1, eroarea este <

3. M= f“ 3{(~e0,2)) §i (—oo,2) este deschisi. De exemplu, flx,y) = % - 3% 5i @ = 0. Atunci
M= IR2 \ {(0,00}. -

4. Se poate aplica metoda multiplicatorilor Lagrange; se poate de asemenea pune
5c=\/§cost,y= 1, z=‘/§sint etc.

B. 2. a) Legituri intre integrale de suprafaga §i volum, ca si intre date la frontiers,
‘accesibile si date eventual inaccesibile.

b} Fie f: R — R astfel incit A%) = 0 pentru xe R\ Nsi ﬂ'x)
f=0ap.t dar nu pe tot R.

1 pentru x & N; avem

3. Se trece la coordonate polare.

4. Se dezvoltd in serie Fourier fAx)="_%

» x € (0,2n), prelungiti prin periodicitate

laR. —

T T R —_—=—,—. .
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INDEX ALFABETIC
Aderenta unet mulf{imi 70 dezvoltare in serie Taylor,
algebrd de mulgimi (c-algebrd) 229 Fourier 128, 320
aplicatie confinud 71 difeomorfism . - 170
" de clasd C”, CT 99, 151 diferentiala unei aplicafii (functii) 144
" netedd © 180 disc de convergenid 115
aproximare liniard 156 dzjstanzc‘i o 60
arie unui compact cu bord 298 distanja convergentel uniforme 62
aria unei suprafete : 284 :’ ;Lclzdu_ma in ;’5@, C , 186, ég
: ; % ; amming pe hipercu
arc de curbd, arc orientat 273 . Homadort 219
. s divergenfa unui cimp vectorial 309
B.a za ortorforntala . 321 dreapta de regresie 163
bilé deschisd, tnchisd 68 drum neted 107
bord 291, 307 ! parametrizat . 105
drumuri echivalente 107
Circulafia unui cimp vectorial 275
cimp de gradienti 277 Ecuatii (conditii) Couchy-Riemann299
" irotational 309 extreme globale 28
! scalar, vectorial - 308 " locale 158
" solenoidal 309 " cu legdturi 185
coeficienti Fourier 319
compact cu bord 290 Familie de elemente 18
criterii de-convergenii pentru: fluxul unui ctmp vectorial 285
" — integrale improprii 206, 207 formi diferentiald 270, 279
— integrale improprii ; - formula Cauchy 299
cu parametru - 220, 221 ! Cétes _ 135
— serii numerice 35-46 ! Euler pentru functii
—-giruriin R, C 28, 27 omogene ' 151
criteriul de diferenfiabilitate 145 " Gauss»O:strogradskz 304
eriteriul general Cauchy pentru: ! Green—RLemar.m 292
— serii 39 " integrald a lui Cauchy 289
- giruri - 23 " Mac Laurin 102
criteriul [ui Welerstrass de i schimbdrii de variabild 259
convergen{d uniformd 92 " Simpson 135
curbi 108, 290 " Stokes 307
! Taylor 100, 157
. . L ) " trapezelor 135
Der.wata dup @0 directie 40 frontiera unet mulfimi 70
derivate partiale . ‘ - 140 functia beia ] 294
. determinant funcfional (Jocobian) 142 " exponentiald 195

e e

functiac gamma 223
functie analiticd 125, 301
" armonied 312
" continud 71
" convexd 103
" de clasd CP, C° 99, 151
" derivabild partial 140
" diferenfiabild - 143
" etajatd (in scard) 77
" integrabilié Riemann 192
" integrabild Lebesgue 241, 253
" mdsurabild a 232
" olomorfi 118,-298
" spline 133
! uniform continud 76
funetii independente functionel 178
Gradientul unei functii 147, 269
Imagine tnversd (reciprocd) a
unei forme diferengiale 271, 280
imersie : 178
inegalitatea Bessel 321
" Hoélder 259
" Minkowski 259
" Schwarz 316
integrald convergentd, divergentd,
absolut convergentd 203, 205
v curbilinie 272
" improprie 202
" Lebesgue 241
" cu parametri 214
" Riemann 192
" Riemann-=Stieltjes 208
" de suprafota. 282
interiorul unei mulfimi 70
Laplacian 310
lema intervalelor inchise incluse 20
lema lui Cesare 21
! Fatotl 241
" Riemann 325
limita dupd o direciie 74
! inferioard, superioard 24
" unei funcfii intr-un punct 73
lungimea unut drum 108, 274
E  Margine inferioard, superioard i4
matrice jacobiand 142
- mésurd exterioard 2417
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mdsure unei mulfimi mdsurabile 235

®

unui paralelipiped
Lebesgue in B
metoda celor mai mict pdtrate
" gradientului
multiplicatorilor lui
Lagrange
" lut Ritz
multime boreliand
! compactd
conexd
de mdsurd nuld
densd
deschisd, inchisd
marginitd
médsurabild
numdrabild
ordonatd
mulfimea numerelor complexe
" reale

"

Normd
numdr complex
n real

247
250
163
164

‘185
163
232
75
78
193
70
69
75
230
21
14
17
14

83
17, 18
15

Omeomorfism Intre spafii metrice 79

Paralelipiped in R* 247
paranteza Poisson 184
partitic unitdgii 297
pinzd parametrizatd de

suprafald 280, 281

polinom Logrange de interpolare 132

© principiul contractiei 65
procedura Newton 104
produs scalar 316
proprietate adevdratd aproape

peste tot (a.p.t.) 196, 244
punct aderent 70
" critic 159

" de extrem 159

" fix 66

" interior 70
Ramurd o argumentului 129, 130
ramurd a logaritmului complex 130
razd de convergentd 115
" curburd 103, 108

" torsiune 108
regula paralelogramului 317
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. relatie de ordine

14
rotorul unui ¢imp vectorial 309
Serie absolut convergentd 41
serie binomiald 123
" . econvergentd, divergentd = 36
" Fourier _' j 320
" de puteri (intreagd) 113
" punctual {simplu) convergentd 90
" uniform convergentd - 90
' " Taylor 122
spatiu Banach: 85
* cit masurd 237
* euelidian 316
L Hilbert 316
spafiu metric -~ 60
" compact
" complet .- 64
K conex 78
spatiu prehilbertian o315
" tangent 182
" topologic 70, 231
" unitar ) 318
" vectorial normat (SVN) 83
. spatii metrice omeomorfe 79
submersie 178
. subgir 19
suma unel serii convergente - 36
sume Darboux 191
Sir.de numere reale 19
" sir Cauchy " 23
" convergent 18, 26, 63
* monoton in R

75 L

20

Tipdirit Ia

sir punétuai (simplu) convergent - 87

Afelierele Tipografice

- METROPOL

" uniform convergent. . 87
Teorema de calcul al derivatei :
dupd o directie ' 149
teorema de derivare sub '
integrali - 216, 217
teorema funcgiilor implicite . 173
teorema lui Banach de punct fix. 65
T Cantor - " 50
" Dieudonné a8
" - Dirichlet 326
" Fermat 159
" Fubini 257
" ' Lagrange 185
" Lebesgue asupra
-~ integrabilitdtii Riemann 194
teorema lui Lebesgue de '
convergentd dominanti 243.
tearema lui B. Levi'de e
convergentd monotond 239
teorema lui Mertens © 48
" Poincaré 276
! Riesz 318
" Schwarz 153
" Weierstrass 325
teorema proiectiei 317
- rangului 175
topologie T230
triedrul lui Frenet 108
Valoare principald Cauchy 203
varietate diferenfiabild (netedd) 180
vecindtate a unui punct 68
vector tangent’ -

182






